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PROBLEME

Partie A. Temps d’attente du k-iéme succes.
k

1. Les variables X; étant indépendantes, on a Gp, = H Gx,, soit, avec ¢ =1 — p,
i=1

e el G- (Gx) - (12"

2. Développons G, (t) en série entiere, le coefficient de t™ est P(T, = m). Pour t € [—1,1],
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On obtient bien m—1
P(Ty =m) = <k1> ph=-p)mE

Bien str, P(T, = m) est nul lorsque m < k, ce qui est cohérent avec la convention que le
coefficient binomial est nul dans ce cas.

Remarque. On peut considérer que T}, prend ses valeurs dans [k, +00] = [k, +oo[ U {+00},
mais on observe que

00 D k

P(Ti < +00) = > P(Tx =m) = Gr,(1) = (7—) =1,
m=k —a
k

donc P(T}, = +00) = 0. On peut noter aussi que {Ty, = +o0} = U{Xl = 400}, ¢’est donc
une réunion finie d’événements négligeables, il est encore de prolloa%bilité nulle.

3. On rappelle que, si ’'on considere une succession infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes
de parametre p (probabilité de succes & chaque épreuve), alors le temps d’attente du premier
succes est modélisé par une variable aléatoire X7 suivant la loi géométrique de parametre p.
Si 'on note X5 le temps d’attente du deuxieéme succes en remettant le chronometre a zéro
lors du premier succes, on a aussi Xy ~ G(p). Le temps total d’attente du deuxieme succes
est ainsi T, = X7 + X5. Dans cette expérience aléatoire, on admettra 'indépendance des
variables X7 et X5 qui est liée au caractére “sans mémoire” de la loi géométrique (le passé
n’a pas d’influence sur le futur, la loi du temps d’attente d’un succés est la méme, qu’il y
ait déja eu d’autres succés auparavant ou non).

Ainsi, en notant X; le temps d’attente entre le (i — 1)-iéme et le é-iéme succes (i > 2), et en
k
admettant I'indépendance de ces variables X;, ¢ € IN*, on interprete T), = ZXi comme

i=1
le temps d’attente du k-ieme succes. Toutes ces variables aléatoires prennent leurs valeurs

a priori dans IN* U {+o00}, mais la valeur +o0o est atteinte avec une probabilité nulle.

Remarquons toutefois que, si X1 = +oo par exemple (aucun succés n'est jamais obtenu,),
alors Ty, = +00 pour tout k > 1, mais l'interprétation des variables Xs, etc. n’a plus guére
de sens! Mais, peu importe, un tel événement est “négligeable”.



4. Pour tout m >k, on a {T, =m} =5, N A;_1,—1 en introduisant les événements
Sm: “on obtient un succes a la m-ieme épreuve” ;
Ap—1k—1: “on a obtenu k — 1 succes lors des m — 1 premieres répétitions de 'expérience”.
Ces événements sont indépendants puisqu’ils ne prennent pas en compte les mémes épreuves

(pour formaliser rigoureusement, mais c¢’est lourd, il faudrait appliquer le lemme des coali-

tions en introduisant les variables aléatoires indicatrices des événements S;, 1 < i < m).
-1 _ 1) (ke .

D’autre part, P(Sm) = p et P(Amn—1,k-1) = (7:_ 1 > PP (1 —p) ™D =E=D puisque I'on

reconnait un schéma de Bernoulli. On retrouve alors 'expression de P(T}, = m) obtenue &

la question 2.

Partie B. Somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires.

n
5. Pour tout k entier naturel, {S = k} = |_| <{N =n} N {ZXZ = k}) est un événement
nelN i=1
(une tribu est stable par les opérations ensemblistes finies ou dénombrables), donc S est
une variable aléatoire sur (€2, A, P).
Pour tout k entier naturel, on a par o-additivité (la réunion ci-dessus étant disjointe),

P(S=k) = +i:.oP(N:n,Szk) :iop(zv:n,zn:xi — k) = iOP(N:n)P(Zn:Xi — k),
n=0 n=0 i=1 n=0 i=1

n

la derniere égalité étant vraie puisque, par le lemme des coalitions, les variables Z X;et N
sont indépendantes. i=1

Soit ¢ € [—1, 1], alors la famille (P(N =n,S=k) tk)(n k)N est sommable puisque, dans

[0, +0¢], on peut écrire, comme ({N =n} N {S = k})(n,k)elN

Y |PN=n,S=kt"|< > P(N=n,S=k)=PQ)=1<+c0.
(n,k)eIN? (n,k)€IN?

, est un systeme complet,

Cela autorise donc les interversions de sommations (théoreme de Fubini). Ainsi,

Gs(t) = +fp(szk)tk - io (ioP(Nn, S:k)) £k
k=0 k=0 n=0
+o0 +oo n
_ Z( P(N:n)P(ZXi:k) tk>
k=0 “n=0 i=1

+o00 +oo n
= ZP(N =n) (ZP(ZXz = k‘) tk>
n=0 k=0 i=1
“+oo
= Z P(N =n) Gx,+...+x, (1)
n=0

+oo
= S P(N=n)Gx()" = Gn(Gx(t)).



6. Les variables X et N étant d’espérance finie, la fonction G x est dérivable en 1, et la fonction
Gp est dérivable en 1 = Gx(1). Donc la fonction composée Gy o Gx = Gg est aussi
dérivable en 1, ce qui prouve que S est d’espérance finie. Puis

E(S) = G5(1) = (Gn 0 Gx)'(1) = Gx(1) - Gy (Gx(1)) = E(X) - E(N) .

7. Pourt e [71,1}7 on a GX(t) = ﬁ et GN(t) = ﬁ, puiS
q ot
1-(1—p)t Pyt
s(t) = G (Gx (1)) I (1-q) Pt 1— (1 —pg)t
1— (1—p)t

Comme la fonction génératrice détermine la loi, on conclut que S ~ G(pq).

Partie C. Modele de propagation d’une épidémie.
8. Par la formule des probabilités totales,
—+oo
P(Zpy1 = k) :ZP(ZTL+1 =k, Zn=7j).
§=0
Si k est non nul, {Z,, =0} N {Z,+1 =k} =0donc P(Z,41 =k, Z, =0)=0.
Le terme pour ;7 = 0 ne subsiste donc que si k = 0 et vaut alors P(Z, = 0) puisque
{Zn = O} C {Zn—i-l = O}
Pour k non nul, ) )
j j
P(Zpii=Fk, Zn=7j)= P(ZX}”) =k, Z, :j) = P(ZX}") - k) P(Z, = j)
i=1

i=1

J
par indépendance de Z,, et ZXi(n) (¢f. question 5., lemme des coalitions). Donc
i=1

+o0 J
P(Zys1 = k) = ok P(Zy=0)+> P(D X" =k) P(Z, =)
j=1 i=1

00 J
= G0 P(Zn=0)+ 3 P3OV = k) P(Zn =)
Jj=1 i=1

+00 k+i—1 , o
60,]@ P(Zn = O) +Z ( jil ) pj q(k+J)_j P(Zn :])
j=1

en appliquant la question 2. aux variables Yi(n) = Xi(n) 4+ 1 qui sont géométriques de
parametre 2 et indépendantes. On obtient bien la relation demandée.
9. Pour t € [-1,1], on a

—+oo —+o0
p
Gx(t) =Y P(X =k)t"=> pgt" = T
k=0 k=0




10. On a Zy = 1 (variable constante), donc Gz,(t) = t soit Gz, = id[_1 1) (si on se limite a
I'intervalle [—1,1] ce qui est raisonnable). Ensuite on reconnait la situation de la partie B,
on a donc pour tout n, la relation Gz = Gz, o Gx, ce qui donne par une récurrence
immédiate Gz, = G¥".

11. Comme Zy = 1, on a E(Zp) = 1.

Si, pour un n donné, on suppose que Z, est d’espérance finie, alors comme les Xi(n) sont
d’espérance finie, on déduit de la question 6. que Z,,;1 est aussi d’espérance finie, avec
E(Zn11) = E(Z,) - E(X). Donc (E(Z,)) est une suite géométrique, et E(Z,,) = E(X)"
pour tout n.

1
Enfin, comme Y = X +1~G(p), E(X +1) =E(X)+ 1= —, donc

p

G-

Le nombre d’individus contaminés croit donc (en moyenne) de fagon exponentielle si et seule-

n+1

n€N

Vn € IN E(Z,)

ment si P > 1, c’est-a-dire si et seulement si p < = et, dans ce cas, lim E(Z,) = +oc.
2 n—-+oo

1 1
Sip= z ona E(Z,) =1 pour tout n. Si 5 <p< 1, alors liIJIrl E(Z,) =0.
n——+00

12. C’est évident puisque la fonction Gy est croissante sur [0, 1] (somme de série entiere avec
+oo
des coefficients positifs) avec Gy (0) = P(V =0) € [0,1] et Gy (1) = Z P(V=n)=1
n=0

13. De la question précédente, il résulte que r,, est bien défini pour tout n avec r, € [0, 1].

De plus, la croissance de la fonction Gx sur [0, 1] entraine la monotonie de la suite (r,),
c’est un résultat classique sur les suites récurrentes. Cette suite, qui est monotone bornée,
est donc convergente, et sa limite r appartient & [0, 1] qui est un intervalle fermé.

Comme Gx est continue sur [0,1], en passant a la limite dans la relation r, 11 = Gx(ry),
on obtient r = Gx(r), autrement dit r est un point fixe de Gx.

On recherche donc les points fixes de Gx:

p 2
—— =t <= (1 —p)t° -t =0 E).
==t (1-p) +p (E)
On peut remarquer que le nombre 1 est toujours solution de (E) (et tout le monde savait
déja que Gx (1) = 1!), on factorise donc facilement par t — 1 le premier membre de (E), on
obtient

Gx(t) =t <—

Gx(t)=t = (=1 ((1-pt-p)=0 & t=1out=1".
Discutons:

1
-sip= > alors le seul point fixe de Gx est 1, qui est racine double de (E), donc r =1 ;

1
-si p > =, alors Gx admet deux points fixes, qui sont 1 et %, mais ce deuxiéme point

fixe est strictement supérieur & 1 et ne peut donc étre la limite de la suite (r,,), on a donc
encore r =1 ;



1
-sip < ok alors Gx admet toujours deux points fixes, qui sont 1 et @ = 1L, mais cette

fois-ci ce deuxieme point fixe « est strictement inférieur a 1. La croissance de la fonction

Gx, avec Gx(0) = 0 et Gx(a) = a, entraine que le segment S = [0, o] est stable par Gx.

Comme 1o = 0, tous les termes de la suite (r,,), ainsi que sa limite r, appartiennent alors &
p

ce segment S, donc r = lim r,=a=-—.
n—-+oo 1-— p

14. Pour tout n, on a r, = (G¥")(ro) = (GX")(0) = Gz, (0) = P(Z, = 0). Ainsi, pour tout n
entier, r, est la probabilité que ’épidémie soit terminée le jour n.
D’autre part, ({Zn = O})n ey ©st une suite croissante d’événements. Donc, par le théoreme

de continuité croissante, on a
P( U {Zn:O}) = lim P(Z,=0)= lim r,=r.

n—-+4oo n—-+oo
nelN

De la question précédente, il résulte que:

1
-sip< ok la probabilité que I’épidémie se termine est % €10,1[;
p
1
-sip> ok cette probabilité vaut 1, il est alors presque stur que 1’épidémie se termine.

Partie D. Calcul effectif des fonctions génératrices.

15. Soient A = <Z b) € My(R) et B= <]; Z) € M3(IR). On a alors

d
ar+b px +q
: t : .
fa:z— T d e B m’_)rers
Puis
apx—f—q
T rx+s _ (ap+br)z+(ag+bs)
(onfB)(x)_Cpx+q+d_ (ecp+dr)z+ (cq +ds) = fol@),
rr 4+ s

_[ap+br ag+bs) B
avec C' = (cp—i—dr cq—i—ds) = AB. Donc fao fg = fag.

Notons que ce n'est pas la seule réponse possible: toute matrice de la forme C' = AAB, avec
A réel non nul, conviendrait aussi.
16. Posons ¢ = 1 — p. Sur chaque ligne de la matrice A, la somme des coefficients vaut p,

o 1
donc p € Sp(A) et un vecteur propre associé est <1> L’autre valeur propre est alors

tr(A) —p =1—p = q, et on trouve (1 —p) comme vecteur propre associé. Donc A est

diagonalisable, par exemple car elle a deux valeurs propres distinctes, et on a A = PDP~!
_(t _(p O 11 l—p —p -

avecP-(1 l—p)’D_<O 1_p)etP “ 12 1 1 . On déduit

1 1 @ 0 1—-p —
n __ np—1 _ p (P . p p
AT =PpPD"P C1—-2p (1 1—p) (0 (1—p)”> (—1 1)'




Le calcul, laissé a qui vous savez, donne
7 n n n
1 (p g—pa"  plg —p)> '

1— 2p q(pn . qn) qn+1 o pn+1

17. On sait par la question 10. que Gz, = GY' = Gx o--- o Gx avec n facteurs.

140
=iy In®et

Avec les notations de la question 15., on a Gz, (t) =t

vt € [-1,1] GX(t):ﬁ:fA(t), avec AZ(pgl 11))

De la question 15., on déduit par une récurrence immédiate que Gz, (t) = fan(t), soit

(p"q —pq") t+ p(g" —p")
vt e [-1,1 Gzn t) = .
[ ] ( ) q(pn _ qn) t + qn+1 _ pn+l

18. On calcule xp = (X — 1)2, donc Sp(B) = {1}. Comme B # I, cette matrice n’est pas
diagonalisable. Mais x g est scindé sur IR, donc B est trigonalisable. Notons u I’endomorphisme
de IR? canoniquement associé & B, on a donc Matg, (u) = B ol By est la base canonique de
IR2. On cherche une base B = (e, e2) de IR? telle que Matg(u) = T, i.e. telle que u(e;) = e;
et u(ez) = e1 + es. Pour cela, on prend pour e; un vecteur propre de u associé a la valeur

1 .
propre 1, par exemple e; = <1>, et on cherche e; = <§) tel que (u —id)(e2) = e1, on

constate que ey = (1) convient. On a donc B = PTP~! avec P = Pg, 5 = 1 (1) )
Un calcul classique, par exemple en écrivant T' = I + Ej 2 et en appliquant la formule du
binéme, donne T" = (1) 7{) On calcule enfin

pr—prrp-lo(l7n n
-n n+1)/)"°

1 1
19. Lorsque p = 2 la matrice A de la question 16. vaut §B, donc fa = fp. On a donc

Ve Ll Gl = (G0 = ()0 = (50 = fonl0) = =l

On prend son courage & deux mains et on développe cela en série entiere (je dois reconnaitre
que ces calculs sont assez pénibles), par exemple en écrivant

oun- 2B (1-) - B )

k=0

il y a un peu de travail pour réorganiser tout ¢a, on obtient finalement

+oo _
nk 1 k

n
G t) = t
2.(1) n—|—1+;(n+l)k+1

La loi de Z,, est donc donnée par



n nkfl

P(Z, = 0) = et VKEN' P(Zn=k)= rr gy -

n+1
On observe que P(Z, = 0) tend vers 1 lorsque n tend vers 'infini, on retrouve donc qu’il

1
est presque str que ’épidémie se termine lorsque p = 3 ¢f. question 14.

EXERCICE 1

A. Matrices de rang 1.

1. Les colonnes C1, ---, C, de la matrice A sont toutes colinéaires, soit jo un indice pour lequel
Cj, # 0, alors pour tout j € [1,n], il existe un scalaire A; tel que C; = \; C}j,. En posant
L=(M - Ay)€Min(K), onaalors A=Cj, L, soit encore A= XY ", olt X =Cj,
et Y = LT sont des matrices-colonnes.

Ty Y1
LSiX = ]eeyY=]: | alors A= XY = (a;;) € M,(R) avec a;; = x;y; pour
Tn Yn
tout couple (¢,7). On constate que, pour tout j, la j-ieme colonne de A est y; X. Toutes les
colonnes de la matrice A sont colinéaires au vecteur X, donc rg(A) < 1. Enfin, les vecteurs-
colonnes X et Y étant supposés non nuls, il existe ig € [1,n] tel que x;, # 0 et il existe
Jo € [1,n] tel que y;, # 0, alors a;, j, = i, yj, # 0, donc A n’est pas la matrice nulle, donc
rg(A) = 1. n
3. En écrivant A = XY (¢f Q1.), on observe que Y 'X = leyz = tr(A) est un scalaire,

i=1

A= XYHXY)=XY'X)YT =tr(4)- XY =tr(A)-A.

M

donc

. Une récurrence immédiate donne A* = (tr(A))kilA pour tout k € IN*.

[SLEN N

. De Q3., il résulte immédiatement que, si tr(4) = 0, alors A%> = 0,,, donc A est nilpotente
(d’indice 2).

En revanche, si tr(A4) # 0, la relation A¥ = (tr(A))kilA pour tout k£ € IN* montre que
A* =£0,, pour tout k, donc A n’est pas nilpotente.

=}

. Si tr(A) = 0, alors A est nilpotente donc Sp(A) = {0} (c’est classique!) mais A n’est pas la
matrice nulle, donc A n’est pas diagonalisable.

En revanche, si tr(A) # 0, le polynéme P = X (X — tr(A)) est scindé & racines simples et
il annule A d’apres Q3., donc A est diagonalisable.

Bilan de Q5. et Q6. Soit A € M,,(IR) une matrice de rang 1.
A est nilpotente si et seulement si tr(A) = 0.

A est diagonalisable si et seulement si tr(A) # 0.
B. Matrices de Householder.
7. Soit X € M,, 1(IR), comme V' X = (V|X) est un réel, on a alors

1
VVTX =

Py X =
V12 V12

(VIX)V = (Q]X) @



en posant 2 = vecteur unitaire associé a V' et donc dirigeant la droite D. On reconnait

1%
Y .
I’expression du projeté orthogonal du vecteur X sur cette droite.

8. On vérifie d’abord que P‘—/r = Py (remarque: le cours dit aussi qu’un projecteur orthogonal
est autoadjoint, donc représenté canoniquement par une matrice symétrique, ce que l'on
retrouve ici) donc Q‘T, = Qv, la matrice Qv est donc symétrique. Enfin,

QvQv =Q% = (I, —2Py)* =1, — 4Py +4P2 = I,

puisque P‘2, = Py (par le calcul, ou bien car c’est un projecteur), donc la matrice Qv
est orthogonale. Comme Qv X = X — 2 (Q|X) Q, avec les notations introduites en Q7.,
la lectrice ou le lecteur aura reconnu la réflexion d’hyperplan H = D*.

C. Factorisation QR.
9. Soit X € M,, ;(IR), par I'identité remarquable (a—b|a+b) = |lal|*—||b]|?, on a les équivalences
XUl =X -V < [X-U]P=|X-V|2=0
= (X-U)-X-V)|(X-U)+(X-V))=0
— (V-U|2X)=0 < XeD".

1 1
10. Le plus rapide est de remarquer que U = Q(U -V)+ §(U+ V) et de noter que U +V € D+
puisque (U —V |U + V) =||U||*> - |V||* = 0. On a donc
1 1
pD(U)zi(U—V) et pDL(U):i(U‘FV).

11. On a QU,\/U: (IanPU,V)U:U72pD(U) :U*(U*V) =V.
12. Si X et Y sont colinéaires, la matrice @ = I,, convient.

X Y
Sinon, les vecteurs U = X et V = m sont tous deux unitaires et la question 11.
montre que Qu_yU = V. En posant Q = Qu_y pour simplifier, on a donc une matrice
X
orthogonale @ telle que QU =V, soit QX = ||||Y|||| V.

13. Soit X la premiere colonne de la matrice A. D’apres Q12., il existe une matrice orthogonale
Q1 € 0,(R) telle que Q1 X = aF1, avec « réel et E7 premier vecteur de la base canonique
de R™. Comme la premiére colonne de Q1A est Q1 X, cela répond & la question.

14. L’initialisation pour n = 1 est triviale.
Soit n > 2, supposons la proposition vraie au rang n — 1. Soit A € M, (IR), il existe
alors @1 € O,(IR) telle que Q1A soit de la forme indiquée en Q13. Puis, par hypothese
de récurrence, il existe Q5 € O,_1(IR) telle que Q,Cy; = T € M,,_1(IR) soit triangulaire

. 11 1 015,—1 ) on a Qs € O, (IR) done QuQ; € O, (IR) et
n—1, 2

@ai=a@a-(y o) (5 @ )=(5 %)

est triangulaire supérieure, ce qui acheve la récurrence.

supérieure. En posant Qo = <



EXERCICE 2

1. Par hypothese, on a X " BX > 0 pour tout vecteur X non nul de M, 1(R) ~R".

b.

SiY=(y1 - Yn-1 )T € Mp_1,1(IR) est non nul, alors X = (y1 -+ Yn—1 ())T est
un vecteur non nul de M,, 1 (IR), donc X TBX > 0. Mais on vérifie par un produit par blocs
que X "BX =Y TAY. On a ainsi montré que A est définie positive.

De plus, B est diagonalisable et ses valeurs propres A1, ---, A, (non nécessairement
n

distinctes) sont strictement positives, donc det(B) = H Ar > 0.

2.a. Comme A € S:fl (IR), c’est le théoreme spectral et les valeurs propres Ay, -+, A,_1 sont
strictement positives d’apres le cours.
: T . P 0Op_1n
Posons D = diag(A1,--+,A\p,—1) = P' AP. Posons aussi @ = 0Ly 1 , que nous
,n—

e
écrirons @ = (Ig (1)> pour simplifier. Alors Q7! = Q" = (1—; 0) donc @ € O,(IR),

et

0TBQ = PTo A VN (P 0\ _(P'AP P'V\ (D U
1)\vl a)\0o 1)\ VP a ) \U" a)”

en posant U = P'V ¢ M —11(IR). Si l'on note wi, ---, u,—1 les coefficients de cette

matrice-colonne U, on obtient bien Q' BQ = B’', soit B = QB'Q" comme Iénoncé le
demande.

c. On peut procéder par récurrence sur n.

2

_ Sy A | 2 _ uy
Pour n =2, det(B(y)) = e Ao —uy =X\ (a - )\—1)
A 0wy w2 ul
Pour n = 3, det(BEB)) =10 Ao up|=AAea— houd — Aul = A\ (a — /\—1 — )\—2)
Up U2 « 1 2
n—2 o

Soit n > 3, supposons qu'au rang n— 1, on obtienne det( B(n 1) ( H Ai ) (a Z l;\l )

i=1 7"

)\1 (O) Uy

Calculons alors le déterminant : en développant par rapport a
(O) /\n—l Up—1
U1 e Up—1 6]

(n)

la premiere colonne: le cofacteur du coefficient A; est donné par I’hypothese de récurrence
(en décalant les indices), le cofacteur du coefficient u; sera lui-méme développé par rapport
a la premiere colonne (ce qui ramene & une matrice diagonale). On obtient

Il |
S 3
—L
R s
=i
/N >
o) <
~—
|
Q
|
|5 ‘
g
X5
~—
Il
—~
—
>
~—
—~
Q
|
>|5
~—



la formule est donc héréditaire.

De la relation B = QB'Q" avec Q orthogonale, on déduit que det(B’) = det(B) > 0, d’ott
n—1 2

us
a— Z )\—Z > ( puisque les \; sont strictement positifs.
i=1 7V

d.Ona X'BX =X"QB'Q"X =Y"B'Y.Sion pose B = () ), on obtient alors

n—1 n—1
X"BX = D Wy = > Ngi+ays+2 > uiyiyn
i i=1 i=1

n—1
W
= > N\ (%2 +2 i\ynyz> +ay;,
i=1 v

n—1 uiy 2 u2y2
= Z i ((yz + ;\ ”) - 3\2") + ay? (forme canonique d’un trindéme)
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e. De la positivité des \; et de la question 2.c., il résulte que X " BX > 0 pour tout X puisque
c’est une somme de termes positifs.

De plus, si X BX est nul, alors chaque terme de cette somme est nul, la question 2.c.
et la stricte positivité des \; entrainent alors que y, = 0 et y; + % Yn = 0 pour tout
i
i € [1,n — 1], donc tous les y;, 1 < i < n, sont nuls, donc Y = 0 et enfin X = QY = 0,
donc la matrice symétrique B est définie positive.
3. En utilisant 1’équivalence prouvée dans les questions 1. et 2., on a les équivalences
M, > €S (R
. ]\4’”471 ES:jl(]Ra) n—2 n 2( )
M=M,ecS, "(R) <= < ¢ det(Mp—1) >0
det(M,) >0
det(M,,) >0
M, € S;"i_ (]R)
det(Mg) >0

det(M,) >0

Or, M; € S{T(R) <= M; > 0 (c’est un réel) <= det(M;) > 0. On a donc I’équivalence
souhaitée. Ce résultat est connu sous le nom de critere de Sylvester.

4. En notant Si, € My (IR) la matrice extraite de S en ne conservant que les k premiéres lignes
et les k premieéres colonnes, on a det(S;) = 1 pour tout k (les opérations élémentaires
C; < C; — Cj_1, avec 2 < j < k, transforment S;, en une matrice triangulaire inférieure
dont les coefficients diagonaux valent tous 1), la matrice symétrique Sy vérifie donc le
“critere de Sylvester” de la question 3., elle est donc défnie positive.



