EXERCICES sur le CALCUL DIFFERENTIEL PSI2 2025-2026

Calcul de dérivées partielles

3,,2
7y
1. On pose f(x,y) = W

de classe C' sur IR?.

si (z,y) # (0,0), et f(0,0) = 0. Montrer que l’application f est

L’application f est de classe C' sur l'ouvert U = RR?\ {(0,0)} par opérations sur des
fonctions C'. Pour (z,) € U, on calcule

af 22y (2% + 3y?) of 225y
R T R For o
Par ailleurs, les applications partielles & l'origine, i.e. les applications © +— f(z,0) et
y — f(0,y) sont nulles, donc sont dérivables en 0 avec une dérivée nulle, cela prouve

of of
50,0 = B Z2(0,0) = 0.

L’application f admet donc en tout point de IR? des dérivées partielles d’ordre un, il

lexistence de dérivées partielles premieres de f a 'origine, avec

0 0
reste a montrer que les applications —f et —f sont continues sur IR?. Elles sont toutes

ox oy

deux continues sur U comme produits et quotients de fonctions continues, il reste donc a
examiner la continuité en (0,0).

En utilisant les inégalités 0 < 22 < 2% +y?, 0 < y* < 2% +y? et |22y| < 2% +y?, on obtient

facilement
of 3(2* +y%)° 2, .2 of 2zy] (=) 2, .2
0< ey <2000 =3 b Sy = s <
g &Y < T 7 (" +y°) e ay(a«”y) @472 =7 +y
et, comme il est clair que lim (x2 + y2) = 0, on déduit par encadrement que
(z,y)—(0,0)
. 8f of . af 8f
li =0= 0,0 t 1 = =0= 0,0
(2.)(0.0) O oz ™Y 90 (2.)>(0.0) Dy (=) oy a0

La fonction f est donc de classe C! sur IR%.

2. Soit f: R? — IR de classe C*. Montrer 1’équivalence entre les assertions:
(1) : VteR Y(@y eR®  fla+ty+t)=[f(zy);

@ Ve eR ey ey =0

dy

Pour tout (z,y) € IR? fixé, application Gey it f(x+t,y+1t) est de classe C' sur R et

gf(x+t y+t)+g—y(x+t y+t).

e Sion a (1), alors pour tout (x,y) € R?, 9a,y €st constante sur IR donc g;hy(O) =0, ce
qui donne (2).

e Si on a (2), alors pour tout couple (z,y) € R?, application dérivable g, , a une dérivée
nulle sur IR, donc elle est constante et, pour tout ¢, gz 4(t) = gz,4(0), ce qui donne (1).

a pour dérivée g, (t) =

3. Expression du laplacien en coordonnées polaires.
Soit f : (z,y) — f(x,y) de classe C? sur IR?, soit g : (r,0) — f(r cos@,r sin@). Montrer que g
52
est de classe C? sur IR? et exprimer Af = —f + —f a ’aide des dérivées partielles de g.

0x?  0y?



Onag=foX,avec X : R? — IR? défini par X(r,0) = (rcosf,rsinf). Comme f et X
sont de classe C2, alors g = f o X l'est aussi. Passons au calcul, un peu fastidieux... Par la
regle de la chaine généralisée,

c 99 os) Y 1 sine) Y A of
(1) : o = cos(0) o + sin(6) By et (2) : 50 = " sin(f) o + 7 cos(6) 9y
Notons que la relation (1) peut s’écrire aussi x of +y of _ . of

r =, cela sera utile pour la
Ox dy or P

suite. On redérive (1) par rapport a 7:

ok 0 (0 0 (0
87‘2’ — cos(f) ar<a£> + sin(6) m(ai)

= cos(f) {cos(@) % + sin(6) 8?/2(’;;} + sin(6) {cos(@) ?f + sin(6) 5‘2f}
0% f

o f o f
o 2 . -2

= cos“(0) 922 + 2 cos(f) sin(0) 9z 0y + sin“ () T
On redérive (2) par rapport a 6:

% = —r cos(f) ? —r sin(6) or _ r sin(0) [ r sin(0) az—f + 7 cos(0) ' ]

T Oy O0x? Oy Ox

+ r cos(0) { —r sin(0) (‘;:gy + 7 cos() gzyﬂ

af 9*f 0°f 0°f

= —r cos(f) gi —r sin(6) % + 72 sin?(f) =5 — 2r? cos(#) sin(6) 9z 0y + 1% cos?()

ox? oy?
%g %g / /
2079 079 _ _ of of .
On observe enfin que r 2 + 02 = re Af (x - +y y)’ donc pour r # 0, i.e.

(z,y) # (0,0), on conclut que
0% 1 0% 1 dg

M=getemwm o

- ) _
4. Soit f: R* — IR telle que f(z,y) = Ry si (z,y) # (0,0), et f(0,0) = 0.

a. Montrer que f est de classe C! sur IR%.
b. Est-elle de classe C? ?

a. e La fonction f est évidemment de classe C* sur Pouvert U = IR*\{(0,0)} comme produit et

quotient de fonctions C* ne s’annulant pas (c’est une fonction rationnelle). Le seul probleme
est donc en (0,0).

= r cosf

x
e Le passage en polaires permet d’étudier la continuité: en posant { on a

y = rsinf’

r* cos® sinf (cos? § —sin® @) 12

f(r cos@,r sinf) = 5 =T sin 46 . *)

r



La fonction 6 +— sin46 étant bornée sur IR, il est clair que  lim  f(z,y) = 0= £(0,0),
(z,9)—(0,0)

donc f est continue au point (0,0). En effet, faire tendre (z,y) vers (0,0) revient, en
coordonnées polaires, a faire tendre r vers 0 indépendamment de 6. Une explication plus

rigoureuse est aussi que, puisque r = v/z2 + y2 = ||(z,y)]|2, la relation (*) montre que
1

d’ou découle la continuité de f en (0,0) en disant par exemple que pour avoir
|f(x,y) — f(0,0)] < e avec € > 0 donné, il suffit que ||(z,y)|]2 < « en choisissant o = 2 /e
pour ceux qui aiment la définition de la continuité et de la limite avec des ¢ et des a.

e Sur Pouvert U = IR?\ {(0,0)}, les dérivées partielles premiéres se calculent en appliquant
les regles de dérivation d’un produit ou d’un quotient : on obtient

of y (z* — y* + 42%y?) of x (z* — y* — 4a3y?
V((E7y)EU 7(5E7y): ( 2 2\2 5 7('T7y): ( 2 2\2 )

Ox (22 +y?) Ay (2 +y?)
L’existence de dérivées partielles en (0,0) ne peut se déduire ici que de ’étude des
applications partielles z — f(z,0) et y — f(0,y), mais les deux étant nulles, on a donc

of _of _
7, (0:0) = 5,(0.0)=0.

0 0
e Les applications dérivées partielles 8—f et a—f sont donc bien définies sur IR?, elles sont
x Y

continues sur l'ouvert U et leur continuité en (0,0) peut s’étudier encore en passant en
coordonnées polaires :

0 5 (8
8—£(r cos@,r sinf) = r P9 ;04( ) =re(0),
ou la fonction ¢ (que je n’explicite pas) est bornée sur IR (elle est continue et 27-périodique,
0 0
c’est un polyndéme trigonométrique). On a donc  lim —f(x, y)=0= —f(O, 0) par le
(z,y)—(0,0) Ox ox

méme raisonnement que ci-dessus. La fonction f est donc de classe C! sur IR%.

82 f

b. La dérivée partielle seconde
oz Oy

partielle z — %(I’O)' Or, g—z(x,O) = z pour tout x, donc
of 02
el — _. donc 2

différentes & 1'origine, on déduit que f n’est pas de classe C? sur IR? (théoreme de Schwarz).

(0,0) , si elle existe, est la dérivée en 0 de Papplication
0% f
oz Jy

(0,0) = 1. De méme,

(0,0) = —1. Les dérivées partielles “croisées” prenant des valeurs

Equations aux dérivées partielles

5.a. En utilisant le changement de variables {u = x+y , v = 2 —y}, résoudre, sur R?, I’équation
aux dérivées partielles



b. Soit g : R — IR une fonction de classe C'. Montrer qu’il existe une unique solution de (E)
vérifiant Vo € R f(z,0) = g(x) et I'expliciter.

a. On pose f(z,y) = F(u,v), soit f = F o, avec ¢ : (z,y) — (u,v) = (z +y,z — y) qui est
une bijection de classe C' de IR? sur lui-méme. On applique la régle de la chaine, qui nous
donne

0f OF du OF dv _OF _OF

92 Oudr v or ou ow
of OF OF

et, de maniere analogue, —— = — — —. On a ainsi
dy Ou Ov

(E) = 28—F—|—311F(uv)20<:>2 e%F(uv) =0
v ’ v ’
302

— e Flu,v)=hu),

ot h est une fonction d’une variable, de classe C* sur IR. Continuons, cela donne donc
—302

F(u,v) =e h(u), soit f(x,y) =e

arbitraire de classe C*.

_ 3 ()2
=) h(z +y), ot h : R — IR est une fonction

b. Il s’agit de montrer que le fait de connaitre f sur 'axe Ox détermine complétement f,
autrement dit détermine completement la fonction arbitraire h. La condition imposée donne
322
directement h(x) = g(zx) e 1, d'ou le résultat. Explicitons toutefois jusquau bout :
~f@—)? =ty
e

flzy)=e gz +y) =Y g(x +y).

6. En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : IR x IR} — IR, de classe ct,

telles que
o5 05
Y or oy 7

On utilise les coordonnées polaires, i.e. on pose x = r cosf et y = r sin 6. Lorsque les coor-
données cartésiennes (z,y) décrivent le demi-plan ouvert U = IR x IR’} , on peut considérer
que les coordonnées polaires (r,#) décrivent la demi-bande ouverte V = IR} x]0,7[. On
posera donc F(r,0) = f(rcosf,rsin@) pour (r,0) € V. Si f est de classe C' sur U, alors F
est de classe C' sur V. Un calcul classique par la regle de la chaine donne

OF _  (singy 2L or __,of,  of
20 = r (sin @) 8x+r(cos6‘) 9y yax—i—may

... et cela suffit puisque nous retrouvons le premier membre de notre équation aux dérivées

et...

OF 0
partielles qui s’écrit ¥l + F(r,0) = 0, soit encore e’ %(69 F(r, 9)) =0, et qui se résout
en F(r,0)=C(r)e ? ou C: IR — IR est une fonction arbitraire de classe C'.



. . - . s Tom
Pour revenir aux coordonnées cartésiennes, notons que, si 6 €]0, x|, alors 5~ 0 € 33

et
sin (3 — 9)
tan (f — 9) = 2 = cos =2 donc T _@=Arctan ({) ,
Y

2 cos (g_g) sinf y’ 2
Arctan £ — T
puis 6 = g — Arctan( ) Donc f(z,y) = C(\/x2 —|—y2) e Y 2, ce que 'on peut
Y
Arctan £
écrire aussi f(z,y) = g(a® + y?) e ,ou g : R}, — IR est une fonction arbitraire de

classe C'.

7. Résoudre, sur R’} x R, I'équation aux dérivées partielles

LU O
8+8y 22 + 32

On utilise les coordonnées polaires, i.e. on pose x = r cosf et y = r sin 6. Lorsque les coor-
données cartésiennes (x,y) décrivent le demi-plan ouvert U = IR}, x IR, on peut considérer

} 22 [ On
posera donc F(r,0) = f(rcosf,rsinf) pour (r,0) € V. Si f est de classe C' sur U, alors F

est de classe C* sur V. Un calcul classique par la regle de la chaine donne

que les coordonnées polaires (r, #) décrivent la demi-bande ouverte V' = IR, x

oF af : of 1 0 f af
— = 0) =— 0) =— =— ( — —) t...
or (cosf) Ox + (sind) oy Ox Ty Oy ¢
.. et cela suffit puisque nous retrouvons le premier membre de notre équation aux dérivées

oF
partielles qui s’écrit yo 1, et qui se résout en F(r,0) =1+ g(#), on g: ] 99 [ - R
r

est une fonction arbitraire de classe C'. En revenant aux coordonnées cartésiennes, on
obtient I'expression f(z,y) = /22 + y2 + g(Arctan y) ou f(x,y)=+z%+y>+ h( )
T

ol h: IR — IR est une fonction arbitraire de classe C!.

8. Soit o un réel. Une fonction f: (R)* — IR est dite homogéne de degré « si elle vérifie
Viey) € (R VEe R f(tnty) = f(n,y).

a. Soit f : (]Rjr)2 — IR de classe C*. Montrer que f est homogene de degré a si et seulement si

elle est solution de I’équation aux dérivées partielles (E): x of +y gf =af sur (RY)2

Ox
On pourra considérer g :t— f(tz,ty), avec (z,y) € (R})? fizé.

b. Soit f: (IRi)2 — TR, de classe C?, homogene de degré . Montrer que I'on a

0% f *f | L f
z? WJFQQC 8x8y+y a—yQ—a(afl)f.




*

a. Fixons m = (z,y) € (IR})?, et considérons la fonction d'une variable g : R} — IR définie
par g(t) = f(tz,ty). On peut écrire g = fop, avec ¢ : RY — (R%)?, ¢(t) = (tz,ty). On a

#10) = (e.0) et 9'(0) = A7 (6(0) -/ (0) = (V1 (p(0) [ (0)) =2 5 (1) +y 51 (1),

e Si f est homogene de degré «, alors on a aussi g(t) = t* g(1), donc ¢'(t) = at** g(1),
donc
of

Y ox

En évaluant cette égalité pour ¢ = 1, on obtient la relation (E) demandée.

of

vVt e RY (tz,ty) +y a—y(tm,ty) =at* ! fz,y).

3] 0
e Inversement, si f vérifie 'équation x a—f(sc,y) +y 8—f(x,y) = a f(z,y) sur (R})?, en
€ Yy
appliquant cette relation au point (tx,ty), on a
0 0
tx a—i(tx,ty) + ty a—z(tx,ty) = a f(tz, ty) ,

soit t¢'(t) = a g(t). La fonction g est donc solution d’une équation différentielle ordinaire,
qui se résout en g(t) = C't™ avec, bien str, C = g(1) = f(z,y), et on obtient bien la relation
[t ty) =t f(z,y).

b. Si f est de classe C* et homogene de degré o sur (IR’.)?, on écrit I'équation (E1) obtenue
en dérivant (E) par rapport a la variable x, puis ’équation (E2) obtenue en dérivant (E)
par rapport a la variable y, puis on forme la combinaison linéaire = x (E1) +y x (E2), on
obtient alors

*f >’f >’f of  of
2Y J 2 — _ —J i
o 8x2+21y 0m8y+y Oy (@ —1) (z 8m+y8y)'

En appliquant de nouveau (E) au second membre, on conclut.

9. Trouver les fonctions f : IR — IR, de classe C?, telles que, en posant op(z,y) = f (ﬂ)’ on ait
x
Po  Po_y
0x2 oy a3’

1
Posons t = % pour simplifier. On calcule Z—i(x,y) = f% /<%), et g—s;(x,y) == f'(%),
puis
¢ 2y (YN Y (Y 0%p Ly
g = Q)+ G (G) o pew=5()

d’ou 'expression du laplacien

so- 55058 LR+ (0 B) ()]

En multipliant par z2, on a



82@ 8290_ Y 2 " / _
2t o » (L4+t5) f"t)+2t f'(t) =t

d 2 / _
g[(lth ) f'(t)] =t

(1+¢%) f’(t)=§+c
(t?+1)—-1 C

1 = 21+12) 142
1 K
r=5%17m

rr vt 101

(1) = % + K Arctan(t) + K’ |

10. Résoudre, dans Pouvert U = {(z,y) € R? |z > ly|}, Péquation aux dérivées partielles

o’ f 82f_ 1
9x2 oy JrZ— 2
{u =x+y
On pourra poser .
v=x—Yy

L’ouvert U est un “quadrant” (ou “quart de plan”) compris entre les deux bissectrices. Le
. s P . L. . U+ v u—v
changement de variables linéaire proposé, qui peut s’écrire aussi {:1: =—5 Yy = 5 }

le transforme en le quadrant V' défini par u + v > |u — v|, inéquation qui équivaut en fait &
{u>0, v>0}. Pour (z,y) € U, posons

f(@,y) = Fu,v) = F(z +y,x —y)

u+v u—v
2 7 2

ce qui revient a poser F(u,v) = f( ) pour tout (u,v) € V. On applique la

regle de la chaine:
of _O0FOu  OF Ov _ OF  OF

9r  oudr  wor ou v

De méme, a—f = a—F — 8—F Puis on s’attaque aux dérivées partielles d’ordre deux:
dy Ou  Ov
O*f 9 ofy 0 (Of\Ou 9 (Of\ Ov
5 = 7(a0) = ular) 3 Yoo ae) o
fgy%;%5£Q%+@>
 Ou\Ou  Ov Oov\du  Ov

0*F N 0*F N 0*F
Ou? Oudv o2’




O*F  0°F
dudv  Ovou’

L’équation proposée se ramene

Les fonctions recherchées étant implicitement de classe C2, on a en effet

0? 0’F 0’F 0*F
Un calcul analogue donne —f = 2 + 907
v

o2 w2 " oudv

alors a
oudv  Juv'’ " e oy NoTe
1

oF u
En intégrant par rapport a u, on obtient 8—(u, v) = 2\ +h(v), ot b : IR} — IR est une
v Vv

fonction arbitraire de classe C'. En intégrant alors par rapport & v, on obtient
F(u,v) = vuv + K(u) + H(v) ,

ot H et K sont deux fonctions arbitraires de IR} vers IR, de classe C2%. Ainsi

flz,y) = Va2 —y? + K(z+y)+ H(rx —y) .

u = xy
11. En posant _ @, résoudre sur (IR:)2 I’équation aux dérivées partielles
Y 2 2

o f o f
E): == — P = =0.

Avertissement: Les détails de calcul seront omis afin de ne pas heurter les plus sensibles
de nos lecteurs!
En posant f(z,y) = g(u,v) avec (u,v) € (IR%)? aussi, on calcule d’abord

of _ 99 'y 9y of 99 , 19y

or You 2o oy Toutzow

Apres quelques calculs, on obtient
Pf_ 0% y* gy g 2y dg

dx2 7 Ou? 22 Oudv |zt w2 23 v’
et
2 2 2 2
OFF _ 209 5, 09 109
Oy? Ou? Oudv  x2 Ov?
Ensuite,
»yg y dg
E — 4y 22 2 —
() Y Ou Ov r Ov 0
%9 Oy
—= 2u v v 0
oG 1
— %(qu)*%G(U,’U)fO



o) G(u,v : -
en posant G = 29 Posons maintenant H(u,v) = ( ) On voit que Péquation (E) se

Ov Vu

H
ramene alors a %— = 0, que 'on integre en H(u,v) = F(v), soit %(u, v) = G(u,v) =
U u

Vu F(v), ot F: IR} — IR est une fonction arbitraire de classe C!. On intégre de nouveau
en g(u,v) = VuA(v)+B(u), olt Aet B sont deux fonctions arbitraires de classe C* de IR’
vers IR. En revenant aux variables = et y initiales, on a donc

fay) = vEg A(2) + Blay).

12. Soient a, b, ¢ trois réels tels que ac < 0. Déterminer toutes les fonctions f : R? — R, de
classe C2, telles que
0% f 0% f 0% f
E) : —=+2b —==0.
(E) a@:c2+ 3x8y+08y2

Indication. On pourra utiliser un changement de variables affine du type {

U = Ar+y
v = prty’
ou A et u sont deux réels convenablement choisis.

Posons f(z,y) = g(u,v), la régle de la chaine permet le calcul des dérivées partielles de f
considérée comme fonction composée, a savoir

of 0g Ou 0Og Ov @ @
9 ouor Tawar Nou Mau

On passe au calcul d’une dérivée partielle seconde : en renommant F' I’expression que 1’on
vient d’obtenir,

Py _ 00y _OF _9Fou oF oo
dr2  dzx\dx/) Oz = Ou dxr Iv Ox
0%g 0%g 0%g 0%g
= A gur tgue) T (g ge T 9e)
0%g 0%g 0%g
_ 27 J 27 J
= A 8u2+2)\u8u8v+ﬂ ov?’

puisque, f étant supposée de classe C?, les dérivées partielles secondes croisées sont égales
(théoréme de Schwarz). Par des calculs analogues, on obtient

0% f 0%g 0%g 0%g
ox 0y WHML“) duov

duov  F o2
et

i _ o, Fa

oy?  Ou? oudv w2’

L’équation aux dérivées partielle (E) se transforme alors en




A = aX+2bA+¢
(E) : A@—FQBLQQ—FC@—O avec B = adpup+bA+p)+c
’ ou? Ou Ov o2 K H '
C = ap® +2bu+c
Il est nécessaire d’avoir A et p distincts pour que le changement de variables (x,y) — (u,v)

soit bijectif. La condition ac < 0 entraine b? —ac > 0, autrement dit le trinéme a X2 +2bX +¢
admet deux racines réelles distinctes. Si ’on choisit pour A et u ces deux racines, on annule

2
ainsi les coefficients A et C, mais pas le coefficient B = = (ac — b?), donc
a

0%g 0 (0g dg

E =0 7(7):0 99 _ v) = U(v) + D(u)

(E) < 5 B = 53, = 5 PY(v) <= g(u,v) (v) + ®(u)
ott ® et ¥ sont deux fonctions arbitraires de classe C? sur IR?. En revenant au couple de
variables (z,y), les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

b+ Vb? —ac ot = —b—Vb% —ac
a )

flz,y) =2 +y)+ Y(uz+y), avec A= -

® et U étant deux fonctions arbitraires de classe C? sur IR2.

NB : On peut remplacer la condition ac < 0 par la condition moins forte (b2 —ac>0et
a # 0), Pessentiel étant que le trinéme a X 2 120X 4 ¢ admette deux racines réelles distinctes.

13. Trouver les fonctions ¢ : R} — IR, de classe C?, telles que, en posant f(x,y,z) = p(r) avec
22 + 42 + 22, la fonction f vérifie sur Pouvert U = IR3\ {(0,0,0)} I'équation aux
dérivées partielles
0*f  0*f 0°f
— 4+ =4+ = +4+kf=0
8x2+3y2+8z2+ / ’

ou k est un réel donné.

On recherche les fonctions propres de 'opérateur laplacien, qui sont a symétrie sphérique. Si
f(z,y,2) = o(r) avec r = \/22 + y? + 22, on obtient sur U les calculs de dérivées partielles

of ,, Lo T, 1 ,
- = r)—=— r)=x X — X r
5 = F 1) 5= @) o),
puis, en dérivant cette expression par rapport a x comme un produit de trois facteurs :
2f 1 2 2

/ xz / z i
S, =) —=¢r)+—= r).
5e2 = 5 P (1) = 5 @)+ 5 ()
Les trois variables jouant le méme role, on obtient des expressions analogues pour les autres
dérivées partielles. On en déduit notamment Pexpression du laplacien d’une fonction C? &
symétrie sphérique :
3 2?4y + 22

Afte.n) = ( )+

r 73

2 2 2
vty +z 2
) = )+ ()

L’équation Af + kf = 0 se ramene a une équation différentielle ordinaire du second ordre :



ro"(r)+2¢'(r) +kro(r) =0,

laquelle n’est malheureusement pas a coefficients constants, mais le changement de fonction
inconnue 9 (r) = r (r) nous ramene a 'équation " (r)+k(r) = 0, que I'on sait discuter
et résoudre. Allons-y :

-si k=0, alors ¢(r) = Ar+ B, donc ¢(r) = A+ E
T

- si k>0, posons k = w?, alors ¢(r) = A cos(wr) + B sin(wr), donc

cos(wr sin(wr
pr)=A i ) +B (r ) .
-si k<0, posons k = —w?, alors ¢(r) = A ch(wr) + B sh(wr), donc
ch(wr sh(wr
oty = a Sher) i)

14.

a

=2

el

On pose S(z) = / cos(z sint) dt.
0

. Montrer que S est définie et de classe C? sur IR.
. Montrer que Vz € Rz 5"(z) + S'(z) + = S(z) = 0.

. Soit U = R*\ {(0,0)}. Pour (z,y) € U, on pose ¢(z,y) = S(y/z2+y2). Montrer que ¢

est de classe C2 sur U et que Ap 4+ ¢ = 0, ot A est le laplacien.

a.. Posons f(z,t) = cos(z sint) pour (z,t) € IR x [0,n]. Alors ¢t — f(z,t) est continue sur le

b

segment [0, 7] donc intégrable sur ce segment (pour tout x réel), et x — f(x,t) est de classe

C? sur R (pour tout t). Pour tout x réel, la fonction ¢ 8—(m,t) = —sin(t) sin(x sint)
x
est continue sur le segment [0, 7] donc intégrable sur ce segment. Enfin,
82
V(z,t) € R x [0, 7] a‘];(x,t)‘ = | —sin®(t) cos(z sint)| <1,
x

la fonction constante ¢ — 1 étant intégrable sur le segment [0, 7], ce qui fournit une
domination valide pour affirmer que S est de classe C? sur IR et pour autoriser & dériver
deux fois terme & terme, ce qui donne

S'(z) = —/ sin(t) - sin(x sint)dt et  S'(x) = —/ sin?(t) - cos(z sint) dt .
0 0
. On integre par parties, par exemple en observant que
v (S"(2) + S(z)) = / 2 (1— sinf) cos(z sint) dt
0

= /07r cos(t) - (x cos(t) cos(z sint)) dt



t=m

= [cos(t) - sin(x sint)],_]

+ / sin(t) - sin(x sint) d¢
0
= —S/(SC) )

le crochet étant nul. C’est bien la relation voulue.

c. L’application ¢ est de classe C? sur U comme composée de fonctions de classe C2. En posant

r=+va?+y% ona p(z,y) =S5(r) et on calcule

dp dS or |z
dx  dr 83:_S(r)r’
puis
9 0 S'(r)
a2 %(w r )
’ " o
_ S'(r) —l—x-£~r5 (r)2 S'(r)
T r
1 2%, 22,
= (-5)sm+ 550,
82
et une expression analogue pour Donc
0y?
1 $2 ! 'r2 1 1 y2 !/ y2 1!
Bot+e = ($-5)5M+5 80+ (5-5) 50 +5 ") +50)
1
= )+ LS+ 5()
= 0
d’apres b.

Recherche d’extremums

15. Déterminer les extremums locaux sur IR? (ou IR?) de
fi(z,y)—2®+ay+y*— 3z —6y
g:(z,y) = 2® +9* —2xy — 2y +5
h:(z,y) — 2®+y°
k:(z,y)

L:(z,y,2) = 2® +y? + 22 — 2xyz

— 23 +y® — 3wy

a. Le seul point critique de f est a = (0,3). La matrice hessienne de f en a est
H¢(a) = (? ;), d’ailleurs indépendante de a. On constate que tr(Hy(a)) =4 > 0
et det (Hys(a)) = 3 > 0, donc la matrice Hy(a) est symétrique définie positive, et f
présente un minimum local strict au point a, et c’est son seul extremum local.



Remarque. Dans cet exemple (f est une fonction polynomiale de degré 2), on peut aussi
faire une translation des variables, i.e. placer la nouvelle origine au point critique, et alors
constater que

2
f(h,3+k)—f(o,3)=h2+hk+k2=<h+§) +gk220,

donc f admet un minimum global au point a.

. Les équations 2x — 2y = 0 et 2y — 22 — 2 = 0 étant incompatibles, la fonction g n’a pas de
point critique, donc a fortiori pas d’extremum local dans IR

. Le seul point critique de h est lorigine (0,0). Comme h(z,0) est du signe de =,
h(z,y) = h(z,y) — h(0,0) n’est pas de signe constant dans un voisinage de 1’origine, donc
h ne possede pas d’extremum local.

. La recherche des points critiques de k s’écrit:

8I<:( _ 0

%I,y) = y:xZ y:.’EQ

Vk(z,y) =0 < ok = , = 4
5y @y) =0 ==v T

On obtient deux points critiques qui sont l'origine O = (0, 0), et le point a = (1, 1).

Comme k(z,0) = z* est du signe de z, k(z,y) = k(x,y) — k(0,0) n’est pas de signe
constant dans un voisinage de l'origine, donc l'origine n’est pas un extremum local. On

peut remarquer aussi que la matrice hessienne de k en ce point est Hy(O) = (_03 _03>,

matrice symétrique qui n’est ni positive ni négative puisque ses valeurs propres sont 3 et
—3, donc k n’a pas d’extremum local en ce point.

6 -3
36 ), donc tr(Hg(a)) = 12 > 0, det (Hy(a)) = 27 > 0, la
matrice hessienne de k en a est donc définie positive, on en déduit que la fonction k présente
au point @ un minimum local strict. Ce n’est pas un minimum global car la fonction k n’est

On calcule Hy(a) =

pas minorée sur IR?, on a en effet lim k(z,0) = —oc.
T——00
e. Recherchons les points critiques de [ : o 2(x—yz) a_ 2(y—zx) et a_ 2(z—zy), on
Ox " Oy 0z ’
T = yz
voit que M(x,y, z) est un point critique si et seulement si ¢ y = zz. Ce systéme entraine
z = xy

y = yz*, soit y(1 — z)(1+ 2) = 0 donc :

- soit y =0, alors = 2 =0, et O (0,0,0) est un point critique ;

- soit z = 1, alors # = y et z = 2° = 1, dott A (1,1,1) et B (—1,—1,1) comme points
critiques ;

-soit z = —1, alors ¢ = —y et z = —x® = —1, d’ott C' (1, —1,—1) et D (—1,1,—1) comme
points critiques ;

On a obtenu finalement cing points critiques. Notons que la fonction [ possede quelques
symétries évidentes, comme



l(_xa -Y, Z) = l(.’I}, Y, —Z) = l(_I,% —Z) = l(.’l?, Y, Z) )
I’étude locale des points critiques B, C' et D se déduira donc facilement de celle faite au
point A.
e Etude locale au point O :

on a H;(O) = 2I3, matrice définie positive, cela montre que ! présente un minimum local

au point O.
2 -2 =2

e Etude locale au point A (1,1,1) : on calcule H;(A) = [ =2 2 =2 | = =2J + 413,
-2 -2 2

en notant J la matrice dont tous les coefficients valent 1. La matrice J ayant pour valeurs
propres A = 0 (double) et u = 3 (simple), on en déduit que les valeurs propres de H;(A)
sont —2\ + 4 = 4 (double) et —2u + 4 = —2 (simple), donc cette matrice symétrique n’est,
ni positive, ni négative. Donc le point A n’est pas un extremum local de [. Par symétrie, il
en est de méme des points B, C et D.

16. Rechercher les extremums locaux sur IR? de f : (z,y) —» xz e’ +ye”.

0 . 0
Recherchons d’abord les éventuels points critiques. On a a—f =eV+ye’ et 8—f =e"+uxeY.
€T Y
Donc
1
y = _ey—m y = - ('T # 0)
Vi(z,y) =0 < = z
x = —e"Y Y
z+e T =0

Pour z € R, posons ¢(z) = x + e “, on note que ¢ est strictement positive sur IRY,.

1 _1

(évident), et que ¢'(z) =1+ (1 + 7) e T est strictement positive sur chacun des deux
x

intervalles | — 00, 0[ et |0, +00[. Comme lim ¢(z) = —coet lim ¢(z) = 400, la fonction

r—r—00 x—0—

¢ s’annule une fois et une seule sur IR* et la racine “évidente” est —1.

Bilan. La fonction f admet pour unique point critique le point A(—1,—1).

On va maintenant prouver que ce point n’est en fait pas un extremum local. Pour cela,

étudions f sur deux droites passant par A, par exemple les paralleles aux deux bissectrices.

2
Sur la premiere bissectrice : posons g(t) = f(—=1+t,—1+t) =

Z(t—1)e', une étude rapide
e

montre que cette fonction admet un minimum local pour ¢ = 0 qui est bien stir g(0) = f(A).
2

Sur la paralléle & la deuxiéme bissectrice : posons h(t) = f(—1+t,—1—t) = ——(cht+tsht),
e

une étude non moins rapide montre que cette fonction admet un maximum local pour ¢t = 0.

Donc le point A est un ”point-col” pour f, ce n’est pas un extremum local.



. . . . ye”* e’ +eY
Variante: La matrice hessienne de f en un point (x,y) est Hy(z,y) = <6I Ll gy
-1 2

2 -1
det (H f(A)) = —3e~? < 0, ce qui signifie que la matrice hessienne a une valeur propre
strictement positive et une autre strictement négative, donc f n’admet pas d’extremum au

point A.

En le point critique A, on évalue Hy(A) = e ! < > On constate que

2
1

17. Extremums locaux et globaux de f: (z,y) — xy — y? + — sur D =1R} xIR.

x

On recherche d’abord les points critiques de f sur le demi-plan ouvert D :

df(z,y) =0 < v = x? > — (z,y) = (1,1).
—8f(x ) =0 r—y =0 y ==
By 'Y Y

Il y a donc un unique point critique dans D, a savoir A(1,1). Pour voir si ¢’est un extremum
local, étudions les applications partielles en ce point, soit g : z — g(x) = f(x,1) sur RY,
et h:yw— h(y)=f(l,y) sur R.
1 1 1
Ona g(x)=z+—— 3 donc ¢'(x) = 1 — —, la fonction g est donc décroissante sur 0, 1],
x x

croissante sur [1,4o00[, et elle admet au point 1 un minimum local.

2
Ona h(y)=y— % +1 donc h/(y) = 1 —y, la fonction h est donc croissante sur | — oo, 1],
décroissante sur [1,+oo], et elle admet au point 1 un maximum local.
On en déduit que le point A = (1, 1) n’est pas un extremum local de f, ¢’est un “point-col”.
Donc f n’admet aucun extremum local, ni a fortiori global sur le demi-plan ouvert D. On
peut constater que lim f(z,1) = +oo0 et lim f(1,y) = —o0o, donc f n’est ni minorée
z—0+ Yy—+00
ni majorée sur D.
Variante: Ici aussi, on peut conclure & l'aide de la matrice hessienne. En effet, Hy(z,y) =
2
— 1 Lo 2 1
(:v?’ > En particulier, Hy(A4) = (1 1). Comme det (Hf(A4)) = =3 < 0, la
1 -1 N

hessienne a deux valeurs propres de signes opposés (strictement), done f n’a pas d’extremum
local en le point A.

18. Soit D = {(z,y) e R* |2 >0,y >0, 2 +y < 1}.
a. Montrer que D est une partie fermée bornée du plan.

b. Soient @ > 0, b > 0, ¢ > 0. Soit f : D — IR définie par f(z,y) = 2% y® (1 — x — y)°. Montrer
que f est continue sur D.



c. Déterminer max f(x,y).
(z,y)eD

a. La partie D est définie par des inégalités au sens large, donc est fermée (intersection de
trois images réciproques de fermés de IR par des applications continues). Elle est bornée car
incluse dans le pavé [0,1]%.

b. Les exposants a, b, ¢ étant strictement positifs, Iapplication t — ¢% = ¢@ ™ (et idem avec

b ou ¢) est continue sur IR ... une fois prolongée par la valeur 0 en 0. Ainsi f est continue
sur D comme produit et composée de fonctions continues.

c. Comme f est continue sur la partie fermée bornée D, elle admet un maximum global sur D.
Comme elle est nulle sur la frontiere de D et strictement positive sur I'intérieur de D, ce
maximum est atteint sur 'intérieur de D, qui est un ouvert. Le(s) point(s) en le(s)quel(s)
ce maximum est atteint (il peut a priori étre atteint en plusieurs points) est donc un point

o

critique de f. Recherchons donc le(s) point(s) critique(s) de f sur D.

Le calcul, laissé au lecteur intrépide, donne

0 _ o
afi(x,y) =2y’ (1-2 -y [al -z —y) —ca] .
8 — c—
8%(%"1’) =2ty Lz -y -z —y) —cy].
Le systeme {?(z,y) =0 ; g—f(x,y) = O} admet pour seule solution dans 103 le couple
P y
a b

[e]
(z,y) = ( Thrcatha ) Ce point, qui est le seul point critique de f dans D, est
a ¢ a c

donc nécessairement le point en lequel le maximum global de f sur D est atteint. Ainsi,

ax fla,y) = f(-— ") (RS
max = — )
(z,y)€ED wY a+b+c’a+b+c (a+ b+ c)atbte

2
19. Déterminer M = ( m?x (sinx siny sin(x + y))7 avec K = [0, I] .
z,y)e K

La fonction f: (x,y) — sinz siny sin(z + y) est continue sur la partie fermée bornée K,
donc y admet un maximum.

2
Sur l'intérieur U = }O, g[ de K, on calcule

of _ . : o .
e sin(y) sin(2z + y) et - sin(x) sin(z + 2y) .

i ™
Le seul point critique dans U, i.e. avec 0 < x < 5 et 0 <y < 5 est celui pour lequel

2ty =7 : m 3V3
, soit le point a = (f - = —.
=7

T
vty = 373).On calcule f(a) 5



Pour montrer que cette valeur est le maximum de f sur K, il suffit de vérifier que
33
flz,y) < ?\f sur la frontiere Fr(K) = K \ U. C’est clair pour f(z,0) = 0 lorsque

xE{O,g],de meéme f(O,y):Olorsqueye[O,g}.Puis7 pourxé[(),g],ona
£, 5) =sin(e) sin (2 + 5 ) =sin(a) cos(w) = 5 sin(2e) < 5 < 202
@, 5 ) = sin(z) sin (2 + 5 ) = sin(z) cos(z) = 7 sin(2z) < g T

et on a la méme majoration pour f(g, y) avec y € [0, g] Finalement, M = —.

20. Soit U un ouvert de IR?, soit f : U — IR de classe C? telle que VYm € U Af(m) < 0,

ol A représente I'opérateur laplacien. Montrer que f n’admet aucun minimum local dans U'.

p
11 suffit de constater que Af(m) = Z 97, f(m) = tr(Hy(m)).
i=1

La matrice hessienne de f au point m est symétrique réelle, donc diagonalisable sur IR. Si sa
trace est strictement négative, elle admet au moins une valeur propre strictement négative,
donc Hy(m) € S (IR) et ceci pour tout m € U, donc f n’admet pas de minimum local sur U.

21. Soit U un ouvert convexe de IR", soit f : U — IR une fonction convexe, i.e. telle que

Viz,y) €U? VA€[0,1]  f(A =Nz +Xy) < (1-N) fx) +Afy),

et de classe C'. Montrer que tout point critique de f est un minimum global.

Soit « € U un point critique de f, on a donc Vf(x) = 0. Fixons y € U, l'objectif est de
montrer que f(y) > f(z).
Pour A € [0,1], posons g(A) = (1= X) f(z) + A f(y) — f((1 = Nz + Ay).

Alors g est de classe C! sur [0, 1] comme composée avec
e g =f) — f@) — (VA= Ne+ry) [y—x).
Comme g(0) =0 et g > 0 sur [0,1], on a ¢’(0) > 0, soit f(y) — f(z) > 0, CQFD!

22%,

Soit E un espace euclidien, soit f € STT(E), soit u € IR"” un vecteur fixé. Pour tout
z € E, on pose g(z) = (f(z) | ) — (u|z). Montrer que g admet un unique point critique
et que g présente en ce point un minimum global. On utilisera une base orthonormale de E
constituée de vecteurs propres de u.



Notons A1, - - -, Ay, les valeurs propres de f, rangées dans I'ordre croissant (au sens large: elles
ne sont pas forcément distinctes), soit 0 < Ay < Ay < --- < A,. Notons B = (e, -, e,)
une base orthonormale de E telle que, pour tout i € [1,n], e; est vecteur propre de f associé
a la valeur propre Ai, done f(e;) = A; e;. Si x est un vecteur de F, décomposons-le dans la

base B : x = Zz e;, on a alors f(x Z Aixie;, puis (calcul de produit scalaire dans
=1 =1
une b.o.n.) : n
(f(z) [2) =D N
i=1

n

Décomposons aussi u dans la base B : u = Zulel On a alors g(x Z i x — Z UL,
=1
ainsi cette expression peut étre considérée comme fonction du n-uplet de reels (xl, - ,a:n),
donc pour tout indice j € [1,n],
9y
% =2 )\j .Ij — u]‘ .
J
n
Un “point” x = Zwiei est un point critique lorsque toutes les dérivées partielles sont
i=1
W
nulles (i.e. le gradient de ¢ au point x est nul), ce qui correspond & x; = i pour tout j,

J
n
Uq

— €
)\.
-1 7

1
il y a donc un unique point critique v, donné par v = 5

11 ne reste plus qu’a vérifier que g(v) = min g(z), autrement dit que, pour tout = € E, on a
€L

g(x) > g(v). Or, un calcul facile donne g(v) = —— Z -+ et pour z € E quelconque,

1 u?
Nt — i *i)
(a:l ux—|—4)\i

(\/Xm—} Ui >2 >0 cqfd
— 1 3 2\/)\>Z - ) q

3

g(w) —g(v) =

-

=1

I
MS




