CORRIGE du D.S. de MATHEMATIQUES numéro 7
PSI2 2025-2026

EXERCICE
0 a b
1. Une matrice antisymétrique d’ordre 3 est de la foorme A= | —a 0 ¢ | avec a, b, ¢ réels.
b —c 0
T ars + bxs
SiX = |22 | € M3g1(R) ~ IRS, on calcule AX = [ —ax1 + cx3 |, et on reconnait les
T3 —bx1 — cxo
coordonnées dans la base B = (ey, ea, e3) du produit vectoriel wAz, ol & = x1e1+x2e2+T3€3
et w = —cey + beg — aes. Ce vecteur w de F convient donc (et c’est le seul).

2. Si A est la matrice nulle, alors u est ’endomorphisme nul, il est alors représenté par la matrice
nulle dans toute BOND de F, le résultat demandé est donc vrai avec o = 0.

Sinon, soit B’ = (4, j, k) une BOND de E dont le premier vecteur est i = Y Une telle base

o]
existe: on choisit un vecteur j unitaire et orthogonal a i, puis on pose k =t A j. On a alors
u(i) =wAi=lwliNi=0 u(j) = |lw]iAj= ||k enfin uk)=[wl|irk=—|w]J],
donc Matp (u) est de la forme demandée avec a = ||w]| > 0.
3. On observe que U? = o? diag(0,—1,—-1) = —a?D. Comme D* = D pour tout k € IN*, on en

déduit Dexpression demandée de U?* pour tout k € IN*. Attention, cette ea:presswn n’est
pas valable pour k = 0.

Puis, pour k € IN, U = U?* . U = (=1)*a® DU = (-1)*®*T' DM = (—-1)Fa?* 1M
puisque DM = M, et cette expression est valable aussi pour k = 0.

4. On décompose, en séparant les termes d’indices pairs et impairs:

2n n—1
Uk 0 U2k 2k+1
S = ) qr =V +Z 2 G
k=0 k=0
n ( 1)k 2k n—1 k 2k+1
= T A — M
o+ (2 o z

Par opérations sur les suites matricielles convergentes (et en relisant son cours sur les séries
entieres usuelles), on voit que
1 0 0
lim Sy, =Is+ (cosa—1) D+ (sina) M = | 0 cosa —sina | =R.
n—-+o0o :
0 sina cosa

U2n+1 U2n+1 (_1)na2n+1
Comme S =S avec = M — 03, on a aussi
N TR @n+1)!  (@n+1)! notoo
lim Ss,41 = R, donc finalement lim S, = R dans l’espace vectoriel M3(IR).
n——+oo n——+4oo
4. On reconnait en R la matrice de rotation d’angle o = |lw|| autour de 'axe dirigé et orienté

par le vecteur i = On a donc bien R € SO3(IR).

el
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PROBLEME 1 librement inspiré de Mines-Ponts PC 2017

PARTIE A.

1
1. On calcule ¢(z) = —— (z+1In(1 - z)). Il résulte de I'inégalité usuelle rappelée par I'énoncé

que ¢(x) > 0 pour tout = €10, 1[. Un développement limité donne, lorsque z tend vers 0,

1 x 9
Sﬁ(m)_—ﬁ (x—x—3+0(ff )) :§+0(1)7
1
donc lim ¢(z) = —. Enfin, on a facilement lim ¢(z) = +o0.
z—0+ 2 z—1-
1
2. Posons ¢(0) = lirgl+ p(z) = 3 et ¢(z) = p(x) pour z €]0,1[. Alors la fonction @ est continue
z—

sur [0,1[. De plus, lim @(z) = lim ¢(x) = 4oo. Il existe donc ¢ €]0,1] tel que, pour
r—1— T—1~

tout « € [¢, 1], on ait @(z) = p(x) > 1. De plus, la fonction @ est continue sur le segment
[0,c], elle atteint donc en un point zy de ce segment un minimum m = @(zg) qui est
strictement positif. En posant a = min{m, 1}, on a alors a > 0 et Vz € [0,1] ¢@(z) > a,
donc Vz €]0,1] ¢(z) > a.

2

1
3. Pour tout z €10,1[, on a donc —— In (f(z)) > a, soit f(z) <e ™.
T

4. La fonction g, est continue sur [0,1/n] comme composée de fonctions continues, elle est
évidemment continue car constante sur ]/n, +oo[. Enfin, elle est continue au point /n

puisque .
li W) = i (1) = gn = (f1)" =0.
m g (u) g (u) = gn(vn) = (f(1))

Fixons u € R4, alors pour n assez grand (des que n > uz), on a

i = oo (5(25)]

~ e [ (1 (1- )+ )

= ol () )]

|
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2
_u?
donc hI—P gn(u) = g(u) en posant g(u) = e ° . La suite de fonctions (g,) converge
n—-+0oQo

simplement sur IR vers g.

5. Notons d’abord que /01 (f(x))n dz = /O\/H (f(;ﬁ)>n % B % 0

+oo
I = / gn(u) du. La question 4. semble vouloir nous diriger vers une utilisation du
0

+oo
gn(u) du. Posons



théoréme de convergence dominée, il ne reste plus alors qu’a trouver une domination. Or,
pour tout n € IN* et u € IRy, on a, d’apres la question 3.,

_a¥i\n R
0 S gn(u) S (6 " ) =e 5

et la fonction u — e~ est continue et intégrable sur IR;. On peut donc conclure que

+o0 oo _u? oo, po

lim J,,L:/ g(u) du:/ e * duz\/ﬁ/ eV dv=/=

n——+o0o 0 0 0 2
1

(en posant u = V2 v). On en déduit que /0 (f(2)" dz Nete %

PARTIE B.

6. On reconnait une série exponentielle (donc convergente), R, est le reste d’ordre n de cette
+oo
‘- o nT- o,
série et Tn—l—Rn—ZH =e".
k=0

7. Posons F(t) = ™. La formule de Taylor avec reste intégral & I'ordre n, appliquée & F entre
les points 0 et 1, donne

F(1) = 2": el 1%+ /01 (=" Fr D) dt .

k! n!
k=0

Or, F®) () = n* e™, donc F*¥)(0) = n*, on obtient donc

n k 1 n ,n+1l _nt n+1 1
n n (1 — t) n € n / n _nt
A dt =T, 1—t dt .
¢ Z +/0 nl T 0 ( )"e

(9]

nn+1 1
Comme on a aussi e" =1, + R,, on conclut que R, = ' / (1 —t)" e dt.
n! Jy

nn+1

8. On a donc R, =

1
o / (f(x))” dz, ot f est la fonction introduite dans la PARTIE A.
YoJo

n—+oo  n!

n+1
De la question 5., on déduit donc que R,, ~ n 21 Or, la formule de Stirling
V 2n

n n
nous dit que n! ~ 2mn (7) . Apres simplifications, il reste R, ~ —=e".
n—+oo e n—+oo 2

. . 1 . .
Comme T,, = e — R,,, on se doute qu’on va obtenir aussi T, Yoo 3 e, mais il faut faire
n—+0oo

les choses proprement (ne pas ajouter ou soustraire des équivalents!). On va donc écrire que

R, = 3 e" + o(e") lorsque n — +o0, puis
Tn—e 7Rnf€ 756 +O(€)*26 +0(€)7 donc Tn’n%*‘rOOQe '
PARTIE C.

9. Par exemple en utilisant les fonctions génératrices: chaque variable X}, suit la loi de Poisson

P(1), donc Gx,(t) = e'~! pour tout k& € [1,n]. Les variables X}, étant mutuellement

indépendantes, on a



Gsn (t) = H ka (t) = (et—l)" = €n(t_1) .
k=1

On reconnait la fonction génératrice associée a une loi de Poisson de parametre n. Comme la
fonction génératrice d’une variable & valeurs dans IN détermine sa loi, on a donc S,, ~ P(n).

10. C'est du cours: E(S,) = n, ou encore E(S,) = G (1) = [ne"™Y] _ =n.
11. Ona P(Sy <) = S P(Sy — k) = 3 en s _ T L Qapres Q8
.Ona (n_n)fz (nf)fZe W o o 3 apres Q8.
k=0 k=0
PARTIE D.

12. On peut modéliser le résultat d’une expérience par une application de [1,n + 1] vers [1,n],
une telle application ne peut étre injective puisque Card ([1,n+1]) > Card ([1,n]), c’est le
principe des tiroirs, il y aura donc au moins un tirage (et donc aussi une premiére occurrence)
qui ameénera une boule déja tirée. On a clairement X (Q) C [2,n + 1], et I'inclusion inverse
est vraie aussi puisque, pour tout k € [2,n + 1], le tirage (1,2,---,k— 1,k —1,---,k —1)
réalise I’événement {X = k}.

13. On a clairement {X > k+1} C{X >k}, donc {X >k+1} N {X >k} ={X >k+1}.
La définition d’'une probabilité conditionnelle donne alors

P(X>k+1)

P(X > k)
Remarquons que P(X > 0) = P(X > 1) = 1, la formule ci-dessus reste vraie pour k = 0.

P(X>k+1|X>k)=

n—=k
: on a déja tiré k boules distinctes

Pour tout k € [0,n], ona P(X >k+1|X > k) =

(parmi n), la probabilité que le (k + 1)-iéme tirage ameéne une boule non encore tirée est

alors n—E La formule est cohérente pour n = 0. Partant de P(X > 0) =1, on a
k—1 k—1 )
, ) n—j nn—1--(n—k+1)
efo,n] P(X >k) HP(X>;+1]X>J) H ~ — :
j=0 7=0
|
ce qui donne bien P(X > k) = m
—+oo
14. cf. cours ot il est démontré que E(X) = Z P(X > k), ce qui est la méme chose.
k=1

Remarque. La variable X prend un nombre fini de valeurs, donc elle est d’espérance finie!

15. On a

E(X - n! nl e n"k n! e n’ n! T

( )_an(n—k)! o Z(n—k‘)! T oan Zﬁ_ﬁ "
k=0 k=0 §=0

En utilisant la question 8. et la formule de Stirling, on obtient

1
E(X) et 27Tne_"~§e”:,/%.



PROBLEME 2

Fonctions convexes de plusieurs variables (d’aprés de vieux manuscrits)

PARTIE A. Exemples

1. Il résulte de I'inégalité triangulaire et de ’axiome d’homogénéité que, pour z € IR", y € R"

et t €[0,1],

N((1—t)z+ty) < N((1—t)z) + N(ty) = (1 —¢) N(z) +t N(y) ,

donc I'application N est convexe sur IR".

2.a. La matrice S est symétrique, donc ST = S. Pour z € R" et y € IR", Pexpression x ' Sy est
un réel donc coincide avec sa transposée, soit

xSy = (SUTSy)T =y'ST ()T =y"STz=y"Sz.

Ensuite, avec x € R", y € R" et t € [0,1], on a

(L—t) flx) 4+t fly) — F((1 =)z +ty)

b. ¢ Si S € S (IR), les expressions
immédiatement du calcul fait en a.

= (1-t)a'Sz+ty Sy— (1-t)z+ ty)TS (1 =t)z +ty)
[(A—t)—(1—t)?] 2 Sz —2t(1—t)z  Sy+ (t—t*)y' Sy

= t(1—t)(z"Sz—22"Sy+y"Sy)

t1—=t)(z—y)"S (& —y).

(x —y)'S (z — ) sont toujours positives, on déduit
que f est convexe.

e Réciproquement, si f est convexe, alors I'expression t(1 —t) (z —y)' S (z — y) doit étre
un réel positif, et ceci pour tout (z,y) € (IR™)? et pour tout ¢ € [0,1]. En prenant ¢ dans

10, 1[, on voit que (z —y)' S (z — )

doit toujours étre positif. En posant z = x — y, alors le

vecteur z décrit IR™ tout entier, on doit avoir 2" Sz = (2]Sz) > 0 pour tout z € R"donc la

matrice symétrique S est positive.

PARTIE B. Caractérisation des fonctions convexes de classe C'.

3. Fixons z € IR" et y € IR" et considérons I'application oy, : IR — IR™ définie par
VieR"  apy(t) = (1—tlr+ty=z+i(y—z).

Cette application “affine” oy, (de variable réelle, a valeurs vectorielles) est clairement

de classe C* avec o, (t) =y —

Elle correspond a l'idée cinématique d’un mouvement

rectiligne uniforme passant par le point  a Uinstant t = 0 et par le point y a linstant
t = 1. L’application ¢, , = f o oy, est alors de classe C! sur R comme composée de
fonctions de classe C'. Les régles de dérivation étudiées en cours (“dérivation le long d’un
arc”, “arc” qui est ici une droite affine) donnent

VER () = (VF(amy

1)) |a;’y(t)) - (Vf((1 — B+ ty) |y—x> .

Enfin, 'application ¢+ (1 —1t) f(z) +t f(y) est une “simple” application affine de IR vers
IR, de dérivée constante f(y) — f(x), donc par différence, v, , est de classe C! sur R, et

ViER () = f(y) — f@) — (VAL -Da+ty) [y—2).



4. De la question 3., on déduit immédiatement que

1 1
/ (VI =2+ ty) |y - =) at = / oy (1) At = 90y(1) = 2 (0) = () = f(x)
0 0

5. Si f est convexe, alors l'application v, prend des valeurs positives sur le segment [0,1].
Comme elle est dérivable et que 9, ,(0) = 0, on en déduit que w;ﬁy(O) > 0. En effet,

T t) — x T t ..
Vay(t) = ¥ry(0) = 4 ;J( ), pour t €)0,1], sont positifs donc, par

les taux de wvariation

t—0
w,y (¢ .
passage a la limite, 1, y(O) = thn(l) Ly() > 0. Or, le calcul de la question 3. montre que
’ —
¥, ,(0) = f(y) — f(x) = (Vf(z) | y — x). On en déduit I'inégalité

V(z,y) € (R")?  (Vf(x)|y—a) < fly) - flz).

6. Si f est convexe de classe C* sur IR” et si 2 est un point critique de f, i.e. Vf(z) = 0, on a

alors pour tout y € R", f(y) — f(z) > (Vf(ac) | Y — x) =0, donc f(y) > f(x). Ainsi, f
présente au point £ un minimum global.

7.a. On remplace, cela donne
(H1) ; (Vi) [a—c) < fla) = f(0).
et
(H2) (Vi) [b—c) < £0) - f(e) .

b. Soit ¢ € [0,1]. On effectue la combinaison linéaire (& coefficients positifs, ce qui conserve
donc les inégalités larges): (1 —¢) (H1)+t(H2), et par linéarité a droite du produit scalaire
figurant dans le premier membre, on obtient

(Vi) | A =t)a=c)+t(b—c) < (1—1) fla) +t f(b) = (1 —1) +1) (o).

Comme (1—t)(a—c)+t(b—c)=(1—1t)a+tb—c=0,on aobtenu

0<(1—1t) fla) +tf(b) = flo) = (1—1) f(a) +t f(b) — F((1 —t)a+1b) ,
ce qui prouve la convexité de f (cette relation étant satisfaite pour tous a € R", b € R" et
t €10,1]).

8. Si f est de classe C* et convexe, alors pour tout (x,y) € (IR"™)?, on a

(Vi@ ly—2) < fly) - fla) et (Vi) |z—y) < fl2)-fy).

En ajoutant les deux, il vient (Vf(z)—Vf(y) |y — ) <0, soit

(Vi) = V(@) |ly—=)=0.



PARTIE C. Fonctions convexes de classe C2.

9. On a ¢, = foag, (notation introduite dans le corrigé de la question 3.), et la fonction
vectorielle a, est clairement de classe C*°. Donc ¢, , est de classe C* comme composée
de fonctions de classe C2. On peut écrire

vieR ¢, ,(t) = (Vf((l —t)x +ty) | y—a:) = Z(yj —x5) - %((1 —t)z +ty) .

Jj=1

Pour tout j € [1,n], on a, par la régle de la chaine,

(i(ggi((l—t)x—kty)) (V(gjj)((l—t)x—i-ty) ‘y—x)

= Yi — X4 1—-t)r+1ty) .
D (0= 23) gy (1= D2+ )
Finalement on obtient
" n n 82
U, =D (yi— i) (y; — ) 7836_5; (1=t)z+ty) = (y—=2)" - Hy(1-t)z+ty) - (y—x) .
10T

i=1 j=1

10. Soient z € R", y € R". Comme ¢, , est de classe C? sur IR, on peut écrire la formule de
Taylor avec reste intégral a 'ordre 1 entre les bornes 0 et 1, soit

1
o) = 22 (0) + (=00, 0) + [ (1-04,0)
0
L’hypothese faite sur la positivité de la matrice hessienne de f en tout point entraine que
1
@y ,(t) est toujours positif. Le reste intégral / (1—t) ¢y ,(t)dt est alors lui aussi positif.
: o ;

On a donc ¢q (1) — @ry(0) > ¢, ,(0) soit, en explicitant, f(y) — f(x) > (Vf(z) |y — ).
Ceci étant vrai pour tous points x et y de IR", d’apres la question 7., on a prouvé que f
est convexe sur IR".

11. La fonction f est clairement de classe C2. On calcule sa matrice hessienne:

0% f 0% f

0?2 0x1 Oxs er1tT2 1 =1
He@ =" gep gy :Wew<—1 1)

Ox9 Ox1 03

La trace et le déterminant de cette matrice symétrique sont positifs quel que soit le point
z = (21,72), donc Hy(x) € ST (IR), et f est convexe.

12.a. Posons ¢; = (1 —t1)x+t1y et co = (1 —t2)x +t2y. On a alors ca — ¢y = (t2 —t1)(y — x),
puis

o (t2) — gl (t) = <Vf((1 — o)+ toy) | y—x) - (vf((l — 1)z + ty) | y—z)
= (Vi) [y —2) = (Vf(er) [y —2)
= (Vf(es) = Vi(er) | y— )
1

i (Vf(c2) = Vf(er) | e2—e1),




et cette expression est positive d’apres la question 8.

. On a donc montré que la fonction <p;7y est croissante sur IR. Puisqu’elle est dérivable, sa
dérivée est positive et, en particulier, ¢g7y(0) > 0. Le calcul fait en Q9. donne alors

ol ,0)=(y—2)" -Hf(x)- (y—2) >0,

et ceci quels que soient les points x et y de IR". On conclut alors comme en 2.b. que la
matrice hessienne H/(x) est (symétrique) positive.



