
Lycée Saint-Louis PSI 2

Feuille d’exercices 2 : Séries numériques

Nature d’une série à termes positifs.

Exercice 1 : Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme

a)
∑

ln

(
1− 1

n2

)
, b)

∑ 1

n(n+ 1)(n+ 2)
,

c)
∑ n

n4 + n2 + 1
, d)

∑
Arctan

(
1

n2 + n+ 1

)
Exercice 2 : Déterminer la nature des séries numériques suivantes :

a)
∑ 1√

n
ln

(
1 +

1√
n

)
, b)

∑(√
n2 + n+ 1−

√
n2 + n− 1

)
, c)

∑ ln(n)

ln(en − 1)
,

d)
∑(

1

n
+ ln

(
n− 1

n

))
, e)

∑(
n

n+ 1

)n2

, f)
∑

n(n− 1)2−n,

g)
∑ 1

n cos2(n)
, h)

∑
e−

(
1 +

1

n

)n

, i)
∑(

3n

2n

)−1

,

j)
∑ n!

nn
, k)

∑ (n!)3

(3n)!
, l)

∑
ne−

√
n.

Exercice 3 (Séries de Bertrand) : Soit (α, β) ∈ R∗
+ × R∗.

a) Si α = 1, calculer une primitive de x 7→ 1

x(lnx)β
et en déduire la nature de

∑ 1

nα(lnn)β
selon β ∈ R∗.

b) Si α ̸= 1, déterminer la nature de
∑ 1

nα(lnn)β
.

Exercice 4 : 1) Déterminer un équivalent de un =
n∑

k=2

ln2(k) et en déduire la nature de la série
∑ 1

un
.

2) Déterminer un équivalent de vn =

n∑
k=1

√
k et en déduire, selon α ∈ R, la nature de la série

∑ vn
nα

.

Exercice 5 : Pour tout n ≥ 1, on pose Sn =

n∑
k=1

Arctan(k). Calculer un équivalent de Sn puis montrer qu’il

existe un réel α tel que Sn =
nπ

2
− ln(n) + α+ o(1).

Exercice 6 : Soit σ : N∗ ∼−→ N∗ une application bijective. Pour tout n ≥ 1, on pose Sn =
n∑

k=2

σ(k)

k2 ln(k)
.

1) Justifier que, pour tout n ≥ 1,
2n+1∑

k=2n+1

σ(k) ≥ 2n(2n + 1)

2
.

2) En déduire que, pour tout n ≥ 1,
1

n
= O(S2n+1 − S2n) et conclure que la série

∑ σ(k)

k2 ln(k)
diverge.
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Autres exercices sur les séries à termes positifs.

Exercice 7 : Soient
∑

un une série à termes positifs, convergente, et (Rn) la suite de ses restes.

a) Montrer que, pour tout n ≥ 0, on a
n∑

k=0

Rk −
n∑

k=1

kuk = (n+ 1)Rn.

b) Montrer que, si la série
∑

nun converge, alors (n+ 1)Rn ≤
∞∑

k=n+1

kuk pour tout n ≥ 1.

c) En déduire que les séries
∑

Rn et
∑

nun ont même nature et, en cas de convergence, que
∞∑
k=0

Rk =

∞∑
k=1

kuk.

Exercice 8 : Soient
∑

un une série à termes strictement positifs, divergente. On note (Sn) la suite de ses sommes
partielles.

a) Soit α > 1. Montrer que, pour tout n ≥ 1, on a
n∑

k=1

uk
Sαk

≤
∫ Sn

S0

dt

tα
et en déduire que

∑ un
Sαn

converge.

b) Montrer que, pour tous p ≥ n ≤ 1,
p∑

k=n+1

uk
Sk

≥ Sp − Sn
Sp

et en déduire que
∑ uk

Sk
diverge.

c) Que dire de
∑ un

Sαn
pour 0 < α < 1?

Exercice 9 : Soit (un) ∈ (R∗
+)

N une suite décroissante telle que la série
∑

un converge. On fixe ε > 0.

a) Montrer qu’il existe p ≥ 1 tel que, pour tout q ≥ 1,
ε

2
≥

p+q∑
k=p+1

uk ≥ qup+q.

b) En déduire qu’il existe N ≥ 1 tel que, pour tout n ≥ N, nun ≤ ε et conclure que un = o

(
1

n

)
.

Exercice 10 (Critère de condensation de Riemann) : Soit (un) ∈ (R∗
+)

N une suite décroissante.

a) Montrer que, pour tout n ≥ 0, on a 2nu2n+1 ≤
2n+1∑

k=2n+1

uk ≤ 2nu2n .

b) En déduire que les séries
∑

un et
∑

2nu2n ont même nature.

c) Application. Soit (α, β) ∈ R∗
+ × R∗. Retrouver la nature de la série de Bertrand

∑ 1

nα(lnn)β
.

Autres séries convergentes.

Exercice 11 : Déterminer la nature des séries numériques suivantes :

a)
∑

ln(n) ln

(
1 +

(−1)n√
n

)
, b)

∑
sin

(
πn2

n+ 1

)
,

c)
∑ (−1)n

√
n

n−
√
n+ 1

, d)
∑ (−1)n(2n+ 1)

n(n+ 1)
.

Exercice 12 : Montrer que, pour tout n ≥ 0, cos(π
√
n2 + n+ 1) = (−1)n+1 3π

8n
+ O

(
1

n2

)
et en déduire que∑

cos(π
√
n2 + n+ 1) est une série convergente.

Exercice 13 : Montrer que, pour tout n ≥ 0, (2 +
√
3)n + (2 −

√
3)n est un entier, et en déduire que la série∑

sin((2 +
√
3)nπ) converge.
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Exercice 14 : Déterminer la nature de la série
∑

(−1)n
[
Arccos

(
1

n

)
−Arccos

(
1

n2

)]
.

Exercice 15 : Montrer que la série
∑(

n∑
k=0

1

2n−kk2

)
converge et calculer sa somme.

Exercice 16 : a) Justifier que, pour tous a, b > 0, on a
√
ab ≤ a+ b

2
et en déduire que, pour tout n ≥ 0,

n∑
k=0

1√
(k + 1)(n− k + 1)

≥ 2(n+ 1)

n+ 2
.

b) En posant un =
(−1)n√
n+ 1

et wn =

n∑
k=0

ukun−k pour tout n ≥ 0, montrer que
∑

un converge et que
∑

wn

diverge. Quelle morale tirer de cet exemple?

Exercice 17 : On considère la série
∑ sin k

k
et, pour tout n ≥ 0, on pose Sn :=

n∑
k=1

sin k (donc S0 = 0)

a) Pour tout n ≥ 0, calculer Sn et montrer que la suite (Sn) est bornée.

b) Pour tout n ≥ 0, montrer que
n∑

k=1

sin k

k
=

Sn
n

+
n∑

k=1

Sk
k(k + 1)

et conclure que
∑ sin k

k
est une série conver-

gente.

Exercice 18 (Règle de Raabe-Duhamel) : Soient λ > 0 un réel et (un) une suite à termes strictement positifs

tels que, pour tout n ≥ 1,
un+1

un
= 1− λ

n
+ vn, où vn est le terme général d’une série absolument convergente.

a) Montrer qu’il existe S ∈ R tel que ln(un) = −λ lnn+ S + o(1) et conclure que un ∼ eS

nλ
.

b) Applications. Déterminer la nature des séries
∑ nn

n!en
et
∑ a(a+ 1)...(a+ n)

b(b+ 1)...(b+ n)
pour (a, b) ∈ (R∗

+)
2.

Exercice 19 : Pour tout t > 0, on pose f(t) =
ln(t)

t
. Pour tout n ≥ 1, on pose un = f(n).

Pour tout n ≥ 1, on pose également Sn =
n∑

k=1

uk et An =
n∑

k=1

(−1)kuk.

1) Montrer que, pour tout n ≥ 1, pour tout t ∈ [n, n+ 1], |f(t)− un| ≤
1 + ln(n+ 1)

n2
et en déduire qu’il existe

α ∈ R tel que Sn =
ln2(n)

2
+ α+ o(1).

2) Montrer que, pour tout n ≥ 1, A2n+S2n = Sn+ln(2)

n∑
k=1

1

k
. Justifier que (An) converge et calculer sa limite.

Exercice 20 : Soit (an) ∈ (R∗
+)

N une suite décroissante qui tend vers 0. Pour tout n ≥ 0, on pose un = (−1)nan

et on note (Sn) (resp. (Rn)) la suite des sommes partielles (resp. des restes) de la série alternée
∑

un.

1) On suppose que
∑

a2n converge. Montrer que
∑

anRn converge et en déduire que
∑

unSn converge.

2) On suppose réciproquement que
∑

unSn converge. Calculer a2n + (un − un−1)Sn pour tout n ≥ 1 et en

déduire que
∑

a2n converge.

3


