Lycée Saint-Louis PSI2

Feuille d’exercices 3 : Intégration sur un intervalle quelconque

Intégration sur un segment - Sommes de Riemann

[i]= [

Exercice 2 : Soit f : [a,b] — R continue vérifiant f(a + b — ) = f(x) pour tout z € [a, b].

Exercice 1: Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]. On suppose que

Montrer que f garde un signe constant sur [a, b].

) . . b a + b
a) Interpréter géométriquement cette propriété et montrer que xf(x)dx = f
a

s : T d
b) Application : Calculer / Lng;d:c et / &
o l+cosx o l+sinx

Exercice 3 : Soit f : [a,b] — R4 une fonction continue sur [a, b].

a) Montrer qu’il existe z( € [a, b] tel que f(xg) =

b) Soit 0 < € < 1 un réel. Montrer qu’il existe un réel 0 < o < (b — a) tel que, pour tout x € [a,b], |z — xo| < &
implique | f(z) — f(x0)| < &[[f]loe-

b
¢) En déduire que, pour tout n > 0,0ona  a[(1 —&)||f|[s]" < / (f@)dt < (b—a)||f]]5-
b + '
d) Conclure que lim </ (f(t))”dt) = ||f1loo-
noo a
Exercice 4 : a) Montrer que, pour tout z € R, |z — sinz| <

n2 o (3) -2 () ()

n
k k
¢) Conclure que Z sin <> sin <2> converge et calculer la valeur de sa limite.
P n n

<

1
b) En déduire que pour tout n > 1, <5
n

Exercice 5 : Soient f g : [0,1] — R deux fonctions avec f continue sur [0, 1] et ¢ lipschitzienne sur [0,1].

k k
Montrerquelﬁgizjc(n) < +1) /fg

Exercice 6 (Inégalité de Jensen) : Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et g : R — R une fonction

. . 1
continue et convexe sur R. Avec des sommes de Riemann, montrer que g <b / f ) < — / gof
—a J, —a

d
Exercice 7 (Lemme de Riemann-Lebesgue) : a) Soient ¢ < d deux réels. Montrer que lim e™dt = 0.
n—oo c

b
b) Soit ¢ : [a,b] — K une fonction en escalier sur [a, b]. Montrer que lim / p(t)e™dt = 0.
n—oo a

b
¢) Soit f : [a,b] — K une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Montrer que lim / f(t)e™dt = 0.
n— o0 a

b b
Remarque. On en déduit, dans le cas ou K = R, que lim / f(t) cos(nt)dt = lim f(t)sin(nt)dt = 0.
n—oo a n—oo a



Intégrales fonctions des bornes - Calcul de primitives

Exercice 8 : Calculer les primitives des fonctions suivantes (en précisant 1’intervalle de définition) :

In(t) ) 1
tr ——2=:  b) tw (2 +1)e tsin(t); e
a) (t +2)? ) (5 + Desin(t); ) t(1 + In2(t))
1 2 1
d) t— ; e t— 57—{_3; f) t 53—
t+y§ 249 3 +1
sin(t
. h) t T, i) tin(1+ 7).
8) cos(31)’ ) t— Vel -1 i) tn(l+v?)

x
Exercice 9 : Soit g : R — R une fonction continue. Pour tout = € R, on pose f(x) = / f(t)sin(x — t)dt.
0

1) Montrer que f est de classe C! sur R et, a 1’aide des formules d’addition, calculer f’(z) pour tout z € R.

2) Montrer que f est solution de 1’équation différentielle 4" + y = g(x) et donner I’ensemble de ses solutions.

1 2 dt
————— est prolongeable par continuité en 0 et en déduire lim —_—.
Arctan(t) ¢ =0 [, Arctan(t)

2

¥dt
Exercice 11 : Pour tout z € R* \ {1}, on pose f(z) = / @)
T n

1) Justifier que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f : Ry \ {1} — R ce prolongement.

Exercice 10 : Montrer que ¢ +—>

2) Justifier que f est de classe C* sur Ry \ {1}. Préciser son signe et son sens de variation sur chacun des deux
intervalles de son domaine de définition.

3) a) Montrer que ¢ — est prolongeable par continuité en 1 et en déduire un DL, (1) de f.

1
t—1 In(t)
b) Conclure que f est prolongeable par continuité en 1, et que ce prolongement f : R, — R est de classe C!

1
t—1
sur R . Que dire de I’intégrale / ——dt?
o In(t)
4) Montrer que lim f(x) = +oc.
r—r-+00
Convergence et calcul d’intégrales impropres.

Exercice 12 : Justifier la convergence puis calculer les intégrales suivantes :

1 1— . . —2t : .
a) /1 n < t2> dt; b) /1 t1) c) /0 e “'sin(t)dt;

d) /Ooodt o) / * n(tan(t))dt; £) /0 LU

2+t+1 0 t—1
. . 2 e > dt
Exercice 13 : Soit («, 3) € R=. Discuter la nature de I’intégrale —_—.
o t*(In(t))?
 In(t t) —In(t
Exercice 14 : Déterminer les réels o > 0 tels que ’intégrale / n(t + \{a) al )dt existe.
0

bt

. ] o] 6—at e )
Exercice 15 : Soient 0 < a < b des réels. Montrer que / fdt existe et calculer sa valeur.
0

3 sin(t)

ot

Exercice 16 : 1) Calculer lim
z—0 x

sin®

t2

[e.e]
2) Justifier que I’intégrale / existe et calculer sa valeur (on pourra linéariser sin®(t).)
0



1
Exercice 17 : Onnote f : R; — R la fonction définie par f(0) = 1et f(t) = 1 —¢ Arctan (t) pour tout ¢ > 0.
2

T

1 1
En intégrant par partie, montrer que, pour tout x > 0, on a / ft)ydt = % [ — Arctan <)] + Arctan(z) et
x

x
Lo > 1 T
en déduire que 1 —t Arctan n dt = 5
0

Exercice 18 : 1) Montrer que les intégrales I = /2 In(sin(t))dt et J = /2 In(cos(t))dt existent et que I = J.
0 0

2) En considérant I + J, calculer la valeur de 1.

(o ol t
Exercice 19 (Intégrale de Dirichlet) : On a montré que I’intégrale / SH;( )dt existait. On calcule sa valeur.
0

1 1
1) Pour toutt € }0, %},on pose f(t) = T s
Montrer que f est prolongeable en une fonction f : [O, g} — R continue sur [O, g} .

2) Soit n > 1 un entier.

a) Justifier que les fonctions ¢ +—

in(nt in(nt
smin ) et s sin(nt)

- sont continues sur } 0, f} et prolongeables en 0.
sin(t) 2

. t T ., t
b) On pose J,, = 2 sin(n )dt etK, = ’ 51'n(n )dt. Montrer que lim (J, — K,,) = 0.
0 t o sin(t) n=r00

3) Montrer que, pour tout p > 1, Ko, 1 = Kop 11 et conclure quant a la valeur de I’intégrale de Dirichlet.

o
Exercice 20 (Intégrale de Gauss) : On a montré que I’intégrale / e~ **dt existait. On calcule sa valeur.
0

1
1) a) Montrer que, pour toutt €] — 1, +00[, 1 — ¢ < et < T
1 n
b) En déduire que, pour tout n > 1 et pour tout ¢ € [0, 1], (1 — t3)"* < et < (th) .
1 N 1
1 2 dt

¢) Conclure que 1—3)ndt < / e dt < / —_—

: awe [ 1= yars - f =y Grey

2) On utilise les intégrales de Wallis sous la forme W,, = i cos" (t)dt.

0

1
a) En faisant un changement de variable, montrer que, pour tout n > 1, / (1-— t2)”dt = Wopi1.
0

1
dt
b) En faisant un changement de variable, montrer que, pour tout n > 1, / m < Wy,_o.
0
3) Conclure quant a la valeur de I’intégrale de Gauss.
bl
Exercice 21 (Probleme de Bale) : Pour tout n > 0, on pose J,, = t2 cos2”(t)dt.

0
On utilisera les intégrales de Wallis W,, définies, pour tout n > 0, comme dans I’exercice précédent.

1) Soitn > 1.

W J
a) En intégrant deux fois par parties, montrer que J,,_1 — J,, = o -
n(2n—1) 2n-—1
. 1 Jn Jn—l :|
b) En déduire que — = 2 [ — .
aue 2 Wo,  Woy, o
2
2) En utilisant la concavité de sin sur [0, g} , montrer que, pour toutn > 1,0 < J, < %(WQH — Wapnt2).

o
1
= 0 et conclure quant a la valeur de —.

n

3) En déduire que lim
noo 2n



Autres exercices

Exercice 22 : Soit f : R; — K continue par morceaux et intégrable sur R . Calculer lir+n f(t)dt.
T—>r+00 T

Exercice 23 : Soit f : R, — K de classe C! sur R telle que f et f’ sont intégrables sur R, . Montrer que
lim f(z)=0.

T—-+00

o
Exercice 24 : Soit f : R, — R continue sur R telle que / f(t)dt existe.
0

1) (Théoreme de Cesaro) Soit F' : R, — K une fonction continue par morceaux sur R, telle que . liin F(t) =¢.
—4o00

1 x
Montrerque/ F(t)dt — ¢
0

€T Tr—+00o

1 [* 1 [/*
2) Montrer que — / tf(t)dt — 0 et que — / tf(t)ydt — 0.

T—+00

[ee] 1 €T oo
3) En déduire que / <2 / tf (t)dt> dz existe et vaut / f(t)de.
0 x 0

0

. . o s 1
Exercice 25 : Soit f : R — R continue et intégrable sur R. En commencant par étudier ¢ +— t — n montrer que

1 1 1
t— f|t— — | estintégrable sur R et sur R_, puis que / f= / flt—=)dt+ / flt——)dt
t R B t R, t
C . 2 1 2 1 2 1
Application : Calculer | exp | — (t“+ = | | dt := exp| —[t"+ = | | dt+ exp|—(t“+ = | | dt.
i ¢ St R t2 B t2 R, 2

Exercice 26 : Soit f : R — R de classe C? telle que f et f” sont de carré intégrables sur R.

1) a) Montrer que, pour tout z > 0,on a (ff')(z) = (ff')(0) + /:E f2(t)dt + /x(ff")(t)dt.
0 0
b) En déduire que Er}rq (ff)(x) existe dans R.

¢) Conclure que Em( ff)(x) = 0 (on utilisera le fait que f est de carré intégrable.)
oo

2) Adapter sur R_ et conclure que f’ est de carré intégrable sur R et que / 2 < ( / f2) ( / f”2>.
R R R



