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oo
N 1
Probleme. Dans ce probleme, on se propose de montrer qu’en notant ¢ (2n) = E = pour toutn > 1, 0on a

n—1 k=1
(2n+1)¢(2n) =2 ((2k)¢(2n —2k)  pour tout n > 2.
k=1

Dans la partie I, on étudie quelques propriétés des séries doubles, qu’on utilisera dans les parties II et IIT indépen-
dantes entre elles. Dans la partie II, assez technique, on montre qu’une fonction définie comme la somme d’une
série satisfait une équation différentielle. Dans la partie III, on donne une seconde expression de cette fonction et
on calcule des développements limités pour montrer le résultat évoqué ci-dessus.

Partie I - Convergence et somme de séries doubles
Dans toute cette partie, on se donne une suite double (uij>(i,j)e(N*)2 a valeurs dans K. On suppose que :

(i) pour tout j > 1, la série Z u;; converge absolument ;
i>1

oo
(ii) la série Z Z |uij| | converge.

§i>1 \i=1

o0 o0 o0
1) Pour tout j > 1, I’inégalité triangulaire assure que E uij| < E |ui;|. D’apres (ii), 1a série E E |
i=1 i=1 j>1 \i=1
o o0 o0
converge donc, par majoration, la série g g u;j | converge absolument. Sa somme est E E Usj.
j=1 \i=1 j=1i=1

2) a) Soit: > 1.

oo
D’apres (i), pour tout j > 1, la série Z uyj converge absolument et on peut écrire que |u;;| < Z [ur;|.
k>1 k=1

o0
D’apres (ii), la série g g |ug;| | converge. Par majoration, la série E |u;;| converge également, i.e.,

J>1 \k=1 izl
la série Z u;; converge absolument.
Jj=1
m [e.9] m o0
b) Soitm > 1. Par linéarité de la somme des séries convergentes, on a Z Z luij| = Z Z lwijl.
i=1 j=1 i=1 j=1

m [e.e]
Pour tout j > 1, ’hypotheése (i) permet d’écrire que Z luij| < Z |ui;|. L'hypothése (ii) permet d’écrire,
i=1 i=1

m o o oo o0
par majoration, que Z Z luj| < Z Z |ui;]. Ainsi, la série (a termes positifs) Z Z |uij| | converge.
i=1 j=1 j=1i=1 121 \j=1
oo o0
Aisni, les hypotheses (i) et (ii) sont satisfaites en échangeant les roles de i et j, et Z Z u;j est donc bien définie.
i=1 j=1
3) Soitn > 1 un entier.

a) Soit m > 1. Par linéarité de la formation des restes des séries convergentes, on a

i i |us| = i i\uij\.

i=1 j=n+1 j=n+1i=1




b)

4) a)

b)

oo

m
Pour tout j > n + 1, (i) permet d’écrire que Z luij] < Z |ui;| donc, avec (i), on peut également écrire

i=1 i=1
que
m o0 oo m o0 o0
DD lul= D0 Y lul < Y0 D gl
i=1 j=n+1 j=n+1i=1 j=n+1i=1
D oo o D oo
Par majoration, la série (a termes positifs)z Z |wij] convergeetz Z luij| < Z Z|u”|
i>1 \j=n+1 i=1 j=n-+1 j=n+1i=1

Par linéarité de la somme des séries convergentes, on a

ii“iﬁ_zzuw —iiuij —iiuzj :i i Uij-

i=1 j=1 j=1i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=n+1

Par inégalité triangulaire et avec la question précédente, il vient donc

ffﬁfffzwj-ﬁiiiiilua <:§£: j{: |uij| < ifi ziiluwh

=1 j=1 7j=11i=1 i=1 j=n+1 j=n+11i=1

o o oo
Puisque la série E E |u;j| converge d’apres (ii), on a lim E E |uij| = O et, par encadrement, on
n—oo

Jj2li=1 j=n+1i=1
conclut que
o o0 o0 o
E E uij = lim E g Uj5 = g E Ujs.
Y n—oo ZJ Y
j=11i=1 j=1i=1 i=1 j=1

[ee] o0 o0 [e.e]
D’apres (i), pour tout j > 1, on peut écrire que |u;;| < Z luij| et Zuij < Z luij| < Z lwijl.
i=1 i=1 i=1 i=1
i#] i#j

(e.) (o.0]
2 ) -
D’apres (ii) |uij| | converge donc les séries ujj et u;; | sont absolument conver

j>1 \i=1 j>1 i>1 \ i=1
i#£]j
gentes par majoration (puisque les indices sont muets, c¢’est aussi le cas de g Ugk ).
k>1

o0 o0 oo
D’apres 2.a, pour tout 7 > 1, on peut écrire que ZUU < Z luij| < Z [wij)-

Jj=1 Jj=1 Jj=1
J#i J#
oo [e.°]
D’apres 2.b, Z Z |ui;| | converge donc Z Z u;j | est absolument convergente par majoration.
i>1 \j=1 j>1 \ i=1
i#]
[e.9]
II est bien clair que, pour tout j > 1, on a Z Ujj = Ujj + Z u;j | .| En sommant sur j, on obtient,
i=1
i#]
comme les indices sont muets,
oo oo o0
Z > Zwa +Z Zwa =2 ut )| D uy
j=1 \i=1 k=1 j=1 \ i=1
%#J ]



oo (e e]
On peut pareillement écrire que Z Z Ujj Z Uk + Z Z u;j | etI’égalité de la question 3.b
i=1 \j=1 = i=1 | j=1

JF#i
o0 o0 00 0 0o
Z Zm‘j = E E ui; | assure que E E uij ZE { }:“w
7= =1 \s=l i=1 | j=1 =\
i

Partie 11 - Etude de la fonction Z définie comme somme d’une série

x
Pour tout z €] — 1,1[,on a et on peut poser Z(x

kQ—xk%ookQ k’Q—x

Le but de cette partie est de montrer que la fonction Z :] — 1, 1[— Reest derlvable sur | — 1, 1] et satisfait I’équation

o0
1

différentielle 207/ (x) — 2Z(x)? + Z(z) = 3((2)z, o ((2) = > - On fixe z €] — 1, 1].
7=1

5) Soit h €] — 1, 1] non-nul tel que |z| + |h| < 1.

2 k,2
a) Puisque W W k2’ la série é lﬁi) est absolument convergente.
Par linéarité de la somme des séries convergentes, on a
Z(x + h i B i 1 z+h x k2
kfl N —h k2—x—h k?>—=x (k%2 — x)?

En appliquant I’inégalité triangulaire, en sortant le terme d’indice 1 de la somme et en remarquant que,

pour tout k > 2, k% — x — h > 3, on obtient bien que

1 I k2
3| < 1A [(1_;3)2(1—95—11)*32@2—@2 '

k=2

[e.e]

(x+h Z

1

b) 1l est clair que le majorant trouvé ci-dessus tend vers O lorsque h tend vers 0. Par encadrement, on a ainsi

Z(z + h) — Z(x) = k?
h 2 K2 —2)2’

k=1

oo
donc Z est dérivable en x (quelconque dans |—1,1[) et Z'(x Z

6) Dans cette question, on considere la suite double ( a valeurs dans R .

(' ] _$) ,jG(N*

Montrons que cette suite double satisfait les hypotheses (1) et (ii) de la partie I :

2 7
(i) Pourtoutjy > 1,la sériez - z - = - v Z a: converge (absolument) vers a: (z) .
2@ 2)(?—a) a2l a P -
i>1 i>1
0 2
(ii) Pareillement, la série Z Z = v 5 7 converge vers | Z(x)? |,
i>1 \i=1 (2 —2)(j% — @) g>1 -T



La question 4 s’applique donc, et les séries Z 5 et Z Z 5 sont absolument
k>1 i>1 ,7& , x)(j - )
i#]

convergentes. On a en outre Z(z i Z Z

k:l #
i#j
Maintenant, pour tout ¢ # j dans N*, on décompose en éléments simples et on obtient

fﬁ)(] — )

E lagant, il tZ(x -
n remplagant, il vien ; sy —I—; Z — 2 [jQ R x]
Z#J

7) Soit 7 > 1 un entier.

a) Soitn > j. Pour tout entier ¢ # j dans N*, on a la décomposition en éléments simples

1 171 1
=42 2 li—j i+j]

Par découpage de sommes, on calcule

n

SR PR S pt o [RF 1) SIS D DS oo SR
2 =42 2j itg| 2| Zieg A it 2

J ]

=1 =1 =1 i=j+1
i#] i#] i#]
n 7j—1 n n
1 1 1 1 1 1
etonpeutconclurequezﬁzf. —Z‘ -+ Z — — — | T 3-
-1 2] P A e B A S 4
i#j
b) Avec des changements d’indices, on obtient donc
n [ -1 n—j n+j
1 1 1 1 1 1
) Rl RO DD DD - by
-1 2j =1 =1t st 4j
i#j -
O = T A el
= 5 |i Tt D> i’
_i:l =1 i=j+1
1 [E1 Ha]oos
= — - = i )
27 =l 47
Le développement asymptotique Z - In(n)+~+o(1) des sommes partielles de la série harmonique,
1 n—oo
= 1 3
ou +y est la constante d’Euler-Mascheroni, permet d’en déduire que Z 55 = 75 enécrivant que
it =gt 4y
i#]
n n—j n+j
1 1 1 1 3 1 n—
27 722 [ i 1] 452 n5o0 2j n<n+j)+4ﬁ+ @
i;l i=1 i=1
i#j



8) On a donc 3 1 v’ 37 —3362 et la série 1 converge
= ~ Vi
E 5o | o SYEV R , ) E 2 5
pni il Rl B Rl (j2 —x) j—oo 45 il et
i#] i#]

absolument. En décomposant a nouveau en éléments simples, il vient

i izﬂijz ; i:: Ti{

j=1 \ i=1 j=1

2
9) Dans cette question, on note u;; = 7= )@ ) pour tout ¢ # j dans N* et u;; = 0 pour tout i > 1.
je—14)(1* —x
. 1 L. .
a) Soiti > 1.0Onawu;; = O <2> donc la série Z u;j est absolument convergente. Pour tout n > ¢,
J—+o00 ]

Jj=21
en découpant la somme pour calculer la valeur absolue puis en décomposant deux fois en éléments simples,

on calcule, comme dans 7,

1|2/ 1 1 " 1 1
z%;—ﬂ| T2 i—; ixi) "t j—i  jti
j=1 j=i+1
J#Z B
[i—1 2i—1 n—i nti
1 1 1 1
= 5 Z;* ) i Z; - i
=1 j=i+1 j=1 j=2i+1
[ 21 n—i n+1
1 3 1 1
IO RIS SO O
) sl ) il Al

= —_— — In
novee i Al *y

24

1 1 1 3 . L.
On en déduit donc que g 7,2 = - g ~ — 5 eton conclut en utilisant encore un équivalent des
i2| 7 J 4 —_—
7j=1 =1
JF
00 2 2
x In(7)
sommes partielles de la série harmonique que E uii| = E ~ .
4 a%e q [ 12| 12— isoo 43

Jj=1
Hﬁz

2

_ x* In(7) 1

b) Puisque e =o0 (2 par croissances comparées, on en déduit que la série Z Z |uij| | converge.
i>1 \j=1

A I’échange pres des indices 7 et j, on a donc prouvé que les hypotheses (i) et (ii) de la partie I étaient

o
satisfaites et on en déduit que la série E u;j est absolument convergente, que la série g E uij> I’est
i>1 j=1 \i=l1

o0 oo
également et que Z (Z uij> = Z Z u;; | . En d’autres termes, on a
j=1 \i=1

=1 =

T = 72
Z (G2 — 2) - Z Z 2 —_r
j=1 \ i=1 i=1 \ j=1
i#£] JF#



En échangeant les indices (muets) dans la seconde expression, il vient, avec la question 8,

x2 = > 1 z? 3
= = —(Z(x) — ((2)x).
1753 i#j
> z? 3
10) Avec ce qui précede, on a finalement Z(x)? = Z (e + §(Z(a:) — ((2)x). En rappelant 1’expression
k=1
(prouvée a la question 5.b) Z'(x) = Z (e on en déduit que
—x

0 o2 _ 92
207/ (z) — 222+ Zx) = 3 [2(;;_5)2] —9%(x) + 3C(2)a

o
2z
= > 5 — 22(2) +3¢(2)z = 3((2),
ce qu’il fallait démontrer.

Partie III - Une autre expression de la fonction Z et calculs de développements limités

1
Pour tout entier n > 1, la série de Riemann Z o converge (absolument) et on note {(2n) Z an.
E>1
On fixe encore = €] — 1, 1].

1 1
11) a) Soitn > 1. Pour tout k¥ > 1, on a w2 < =0 donc, en sommant, on a {(2n + 2) < ((2n) et la suite

({(2n)) est bien décroissante.

o0 o0
b) Pourtoutn > 1,onal < 1+Zk2n = Z Onalmclusmn‘{k” k> 2} C 2", +oo[[‘
k=2 k=2
s 1 =1
sous-ensembles de N* et on en déduit que Z ﬁ 2 Ainsi,onabien1 < ((2n) <1+ Z 2
k=2 i=2" i=2n

Puisque g = converge la suite de ses reste tend vers 0 et, par encadrement, ((2n) — 1.
n—oo
z>1

x"
2n "

Mg

12) Par définition, on a Z ¢(2n)z" Z

o n=1 n=
théoréme de Fubini :

Vérifions les hypotheéses de la partie I pour appliquer le

H
i

1

. . T 1 . iy
(i) Pour toutn > 1, la série Z T = x™ Z T2n est absolument convergente d’apres Riemann.
E>1 E>1
n

o0
(i1) Pour toutn > 1, 0on a Z T
k=1

C2n+2)[z["™  ((2n+2)

= ((2n)|x|™. Le rapport el @)

|z| tend vers

) converge.

n

oo
|x| < 1d’apres la question précédente donc, d’apres le critére de d’ Alembert, Z (Z
n>1 \k=1

2n

Par conséquent, d’apres la question 3, on a

Z<(2n)xnzzz%=z 2= ().
n=1 k=1n=1 k=1 k> g=1




1+ |z

2

(n+1)¢(2n+2)[z[*  n+1¢(2n+2)
n¢(2n)lz*=t n ((2n)

n—1

13) Soit h # 0 tel que |A| < .Onadonc |z| + |h| <

1— |z
2

a) On applique encore le critere de d’ Alembert : le rapport || tend

vers |z| < 1 lorsque n tend vers I’infini donc la série Z n¢(2n)z"" " converge absolument.

n>1

1+|z] n—1
L (n+1)n§(2n+2)( 2 ) _ n+1¢2n+2)1+ |z 1+ ||
e rapport = tend vers

n(n—nc(zn)(lﬂml)”‘Q n—1 ¢@2n) 2 2

o .. 1+ |z \" 2

tend vers I’infini donc la série Z n(n —1){(2n) ( 2| ‘) converge absolument.
n>2

b) Par linéarité de la somme des séries convergentes, on a, avec la formule du bindéme de Newton,

< 1 lorsque n

Zx+h) —Z(x) in(@n)x”_l _ i C(2n) [(x + h;: —a" nx”—l}

h
= Zg 2n) (Z <k> th“)

k=2

n=1

car le terme d’indice n = 1 est nul.
¢) Pourtous2 < k <n,onak(k—1)>2donc

n\ n! ~ n(n—1) (n—2)! nn—1)(n—2
(k)_k!(n—k)!_k(k—n(k—z)!((n_g)_(k_2)>!§ 2 <k—2>'

Par inégalité triangulaire et avec un décalage d’indice, la formule du bindme donne donc

Z(:) N Z( ) T

k=2

1+ |z

Puisque |z| + |h| < , on déduit de la question précédente que

<‘h|z (n—1)¢(2n )<1+2‘$|>n_2

Il est clair que le terme de droite dans I’inégalité ci-dessus tend vers O lorsque A tend vers 0. Par encadrement,

Z(x+h) —Z(z) & e
Y ZnC(2n) !

n=1

Z(x +h) —Z(z) =
£ 1ot . - _ -1 . ! _ -1
on en déduit que }ILIL% 3 = g n¢(2n)x"" ", ce qui prouve que Z'(z) = E n¢(2n)x" .

n=1 n=1

14) Soitd > 1. On note (a;) la suite définie par a9 = d + 1 et a; = 1 pour tout 7 > 1.

a) Les séries E ailz|* et g |z|” sont les mémes a I’exception de leur premier terme (ce qui ne change pas
leur nature). La seconde est géométrique de raison |x| < 1 donc elles convergent et on a immédiatement

- i ‘37|
S aial = (@+1)+ Z\ =
i=0

n
b) Pourtoutn > 0, onaZai|xli\m|” L= (d+1) |:1:\”+Z |z|" = (d+n+1)|z|" etla serlez (n+d+1)|x|™
i=0 i=1
converge (absolument) comme produit de Cauchy de séries absolument convergentes. D’apres a,




e}

Y (ntd+1)a]" = ((d+ 1)+

n=0

1—|z|

2| 1\ (d+1)—dz| _ d+1
1—|x|>( > A—? = - Jal?

¢) Puisque (¢(2n)) est décroissante et a valeurs positives, on a, avec un décalage d’indice et d’apres la question

précédente,
S = - d+1)¢(2d + 2)|a|¢
> ncenan| < 3 ne@e ! < cd DY (ntd+1)jafr < LHICCLE DI
n=d+1 n=d+1 n=0 (1—lz[)
Puisque Z'(z) = Z n¢(2n)x™ 1, on a donc
n=1

0 d
/ —1| _ _1| _ (d+1)¢(2d + 2)|x
Z(x) — Zn((?n)a:" = Z n¢(2n)z" | < e .
n=1 n=d+1
d
d+1)¢(2d+ 2
Puisque lim (d+1)6(2d +2)lr] _ 0, on peut conclure que Z'(z) = ZnC(Qn)a:”_l + o(z41).
z—0 (1 — ’$|)2 z—0 —
15) Puisque le calcul de développement limité est compatible avec la primitivation, on a donc aussi, pour tout d >
L,
d
— n d
Z(x) =, z:lC(Qn)x + o(z?).

n=

En posant ¢(0) = 0, on a donc

d 2 n
Z(z)? = (Z §(2n)x"> +o(zh)=>" ( C(2k)C(2n — 2k)> 2" 4 o(z?)
n=0

n=0 \k=0

d n
et 207 (x) — 2Z(x)* + Z(z) = » ((2n +1)¢(2n) — 2 C(2k)¢(2n — 21<;)> z" + o(z?).

n=1 k=0

1
Puisque ((0) = 0,0na Z ((2k)¢(2n—2k) = Oetle terme d’indice n = 1 est 3¢(2)x. L’équation différentielle
k=0

d n

de la partie IT assure que Z ((Zn +1)¢((2n) — 2 Z C(2k)¢(2n — 2k)> 2" 4 o(z%) = 0 et on conclut par
n=2 k=0

unicité de la partie réguliere d’un développement limité que, pour tout n > 2 (car d est quelconque !),

n n—1
(2n 4+ 1)¢(2n) =23 ((2k)¢(2n — 2k) =2) " C(2k)¢(2n — 2).
k=0 k=1
w2 w4 6
Puisque ((2) = 5 o0 calcule | ((4) = % et|((6) = odE"




