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Lecon 4 : Rappels et compléments de calcul algébrique
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I Calcul polynomial

I.1 Polynomes et évaluation dans une algebre
o

Si (az) € KN est une suite nulle a partir d’un certain rang, on lui associe le polynome P = P(T) = Z ar TF et
k=0

on identifie I'ensemble KV des suites a valeurs dans K nulles 2 partir d’une certain rang et I’ensemble K[T] des
polyndmes en I’'indéterminée T a coefficients dans K. Deux polynémes sont égaux si et seulement si leurs suites

de coefficients sont égales. En particulier, 1’égalité P(T) = 0 signifie que a; = 0 pour tout & > 0.

o0
SiP = apTF 0, le degré de P est deg(P) = max{k > 0t.q.a 0} et le coefficient dominant de P est
> g g q. ay

k=0
cd(P) = aqeg(py (P est unitaire si cd(P) = 1). On convient que deg(0) = —oo et cd(0) n’est pas défini.

o e e}
L’ensemble K[T] est muni d’une structure d’algébre : si P = Z apTF et Q = Z b, T* sont deux éléments de

k=0 k=0
K[T], si A € K, on définit leur combinaison linéaire et leur produit (on reconnait le produit de Cauchy) en posant

o0 o0 k
ANP+Q= Z()\ak +b)TF et PQ= Z (Z aibki> T
k=0 \i=0

k=0




On adeg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)} avec égalité si deg(P) # deg(Q), et deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Les mondmes TF = Z 51-;.3Ti (pour tout k£ > 0) forment la base canonique de K[T].
i=0

Exercice 1.1 : Montrer que le produit des polynomes est associatif et commutatif.

Une K-algebre (A, +, X, -) est un K-espace vectoriel muni d’une multiplication (associative, bilinéaire, et possé-

dant un neutre noté 1 4). Le corps K lui-méme et K[T] sont évidemment des K-algebres mais on a aussi :
e pour tout n > 1, I'algebre (M,,(K), +, x, -) des matrices carrées de taille n (avec 1y, &) = In);

e pour tout K-espace vectoriel E, Ialgebre (L(E), +, o, -) des endomorphismes de E (avec 1.g) = Ig);
e lalgebre (F(K, K), +, x, -) des fonctions K — K (avec 1 rg k) : @ — 1k);

e pour tout intervalle I, I’algebre (C*°(I, K), 4, x, -) des fonctions I — K de classe C* sur I;

e enfin, C est une R-algebre ; R et C sont des Q-algebres.

o0 e 9]
Si o est un élément de A, on peut évaluer en « le polyndme P = Z ar T* € K[T] en posant P(a) = Z apak
k=0 k=0

(ou, en particulier, a® = 14). Il revient alors au méme de calculer dans K[T] avant d’évaluer en « ou de cal-
culer dans A apres avoir évalué en «, et le sous-ensemble K[a] C A des polyndmes en « est une sous-algébre

commutative de A : pour tous P, Q € K[T], on a
(AP + Q)(a) = AP(a) + Q(a) et (PQ)(a) = P(a)Q(a) = Q(a)P(er) dans K[a] C A.

Un exemple important est celui ol on évalue un polynéme P € K[T] en la fonction Ix : K — K dans F (K, K).
La fonction obtenue est la fonction polynomiale P : K — K définie, pour tout ¢ € K, par t — P(¢).

Exercice 1.2 : 1) Montrer que, pour tout n > 0, il existe un polyndéme T, a coefficients entiers relatifs tel que,
pour tout # € R, on ait T, (cos(#)) = cos(nf). Calculer son degré et son coefficient dominant.

2) Montrer que, pour tout n > 0, il existe un polyndme P, a coefficients entiers naturels tel que, pour tout
0 e —g, g [, tan(™ (9) = P,,(tan(f)). Calculer son degré et son coefficient dominant.

1.2 Division euclidienne et dérivation

Proposition-Définition 1.3 : Soient A et B deux polynomes.

1) On dit que B divise A (et que A est un multiple de B) s’il existe un polyndme Q € K[T] tel que A = BQ.
Si A # 0, alors B # 0 et on a deg(B) < deg(A).

2) On dit que A et B sont associés si A divise B et B divise A.

A B
Si A # 0, c’est le cas si et seulement si B divise A et deg(A) = deg(B) si et seulement si cd(A) = cd(B)’

En particulier, deux polyndmes associés unitaires sont égaux.
3) Si B # 0, il existe un unique couple (Q, R) de polynémes dans K[T] avec deg(R) < deg(B) tel que
A =BQ+R.

Cette égalité est la division euclidienne (DE) de A par B, Q) est son quotient et R est son reste.

Exercice 1.4 : 1) Pour tous n > m > 1, calculer la DE de T" — 1 par T™ — 1.
2) Pour tous o # 3 dans K, exprimer le reste de la DE de P par (T — «)(T — ) a’aide de P(«) et P().



o
On définit (de maniére purement algébrique) une dérivation des polyndmes en posant, pour tout P = Z ai Tk,

k=0
o0 D
P/ =Y kapTF ! = (k4 app T,
k=1 k=0

Il est immédiat que P’ = 0 si et seulement si deg(P) < 0 (on dit alors que P est constant) et que, dans le cas
contraire, on a deg(P’) = deg(P) — 1. La dérivation est une application linéaire surjective D : K[T| — K]T]
qu’on peut itérer (i.e., composer avec elle-méme) et, pour tout k > 0, on note aussi P(¥) = D*(P). En particulier,
pour tout 7 > 0, ker(D" 1) est le sous-espace

n
K [T] := {Z arTF (ag, a1, ...,a,) € K”“}
k=0

des polyndmes dans K[T] de degré inférieur ou égal a n.
La formule de Leibniz (généralisée) de dérivation (itérée) d’un produit est encore valable dans ce cadre algébrique.

oo
pk)
Exercice 1.5 : On prouve la formule de Taylor : pour tout o € K, pour tout P dans K[T], P = Z k’(a) (X — a)k.
k=0 )

a) Pour P = T" (avec n > 0), calculer P*) pour tout k& > 0 et prouver la formule de Taylor (avec Newton).

b) Montrer la formule de Taylor dans tous les cas.

I.3 Racines et multiplicités

Soit P # 0 dans K[T]. On dit que o € K est racine de P si P(«r) = 0, ce qui est le cas si et seulement si T — «
divise P. Plus généralement, pour tout & > 1, on a P(a) = P/(a) = ... = P*~1(a) = 0 si et seulement si

(T — a)* divise P et on montre que
min{v € Nt.q. P™(a) # 0} = max{k € Ntq. (T — a)*|P}.

On note v, (P) cet entier. C’est la multiplicité (ou valuation) de « en tant que racine de P et il existe Q € K[T] tel
que Q(a) # 0 et P = (T — a)*(P)Q. On convient enfin que v, (0) = +oo0.
On a v, (P) = 0. On dit que « est racine simple de P si v, (P) = 1, et racine multiple si v, (P) > 2.

Exercice 1.6 : 1) Soient P, Q deux polyndmes dans K[T] et o € K.

a) Montrer que v, (P + Q) > min{v,(P), v,(Q)} avec égalité si v, (P) # v, (Q).

b) Montrer que v, (PQ) = vo(P) + v4(Q) lorsque P, Q sont non-nuls. Que dire si I’'un des deux est nul ?
2) Soit P # 0 dans K[T].

,
a) Montrer que, pour tout » > 1 et pour tout ay, ..., o, deux-a-deux distincts, H(T — ak)”“(P) divise P.
k=1

,
b) En déduire que Z vo(P) < deg(P) puis que I’ensemble {« € K t.q. v, (P) > 1} des racines de P est fini.
k=1

Ainsi, H (T — a)") est un produit fini. C’est donc un élément de K[T)], qui divise P, dont le degré Z Vo (P)

acK acK
est un entier inférieur ou égal a deg(P) : P posseéde au plus deg(P) racines comptées avec multiplicités.

En particulier, pour tout n > 0, un polyndme P € K,,[T] qui s’annule en au moins n + 1 valeurs est nul.

En outre, si P, Q sont deux polyndmes et si les fonctions polynomiales P, Q : K — K coincident sur une partie
infinie quelconque de K, alors P = Q dans K[T]. On pourra donc identifier polyndmes et fonctions polynomiales.




1.4 Polynomes scindés - Cas des interpolateurs de Lagrange

On dit que P € K[T] non-constant est scindé sur K lorsque Z vo(P) = deg(P), i.e., lorsqu’il existe r > 1,

acKk
T

aq, ..., a, deux-a-deux distincts dans K et vy, ..., v, > 1 tels que P = ¢d(P) H(T — ay)%*

k=1
On dit que P € KJ[T] non-constant est scindé a racines simples s’il existe o, ..., Qgeg(p) deux-a-deux distincts
deg(P)
dans K tels que P = ¢d(P) H (T — ag).
k=1

Exercice 1.7 (Lagrange) : Soientn > 1 et ag, aq, ..., a;, deux-a-deux distincts dans K.

1) Montrer que, pour tout 0 < ¢ < n, il existe un unique polyndme I.; de degré n tel que, pour tout 0 < j < n,
L;(a;) = d;5. Expliciter ce polynéme L;.

n n n
2) Montrer que, pour tout P € K,[T],ona P = Z P(a;)L;. Que valent Z L; et Z o;L; ?
i=0 i=0 i=0

n
3) Calculer, pour tout P € K[X], le reste de la division euclidienne de P par H(T — ;).
i=0

Exercice 1.8 (Relation coefficients-racines) : Montrer que, pour tout n > 1, pour tout n-uplet (o, ..., ap,) € K™,

n n
H (T—ay) olTn_l+02T"_2—|—...+(—1)"0n avec o1 = g o, 09 = Z ;o et oy = HO”
k=1 j= 1<i<j<n

I.5 Théoréme fondamental de I’algebre et irréductibles de C[T| et de R[T]

Le théoréme de d’ Alembert-Gauss (qui, fondamentalement, est un résultat (difficile) d’analyse) affirme que tout

polyndme non-constant a coefficients dans C posseéde une racine (on dit que C est algébriguement clos). Par
conséquent, tout polyndme non-constant a coefficients dans K = @, R ou C est scindé sur C.
Rappelons qu’un complexe z peut s’écrire de maniére unique sous forme algébrique z = a + ib (avec (a, b) € R?),

bien adaptée a ’addition, mais que la multiplication est complexe sous cette forme.

Rappelons aussi que, suivant Euler, tout complexe z de module 1 s’écrit sous la forme ¢ = cos(#) + i sin(6)
pour § € R uniquement défini modulo 27, et que la notation exponentielle se justifie par la coincidence des
formules d’addition en trigonométrie et de la multiplication complexe. Tout complexe z # 0 peut donc également
s’écrire sous forme polaire z = |z|e'. Cette forme est adaptée au produit mais le calcul d’une somme est rarement
possible, hormis dans le cas remarquable de deux complexes de méme module grace a I’astuce de 1’angle moitié.

Un polynéme P € K|T] non-constant est irréductible dans K s’il n’existe pas de polyndomes P, P2 non-constants

dans K[T] tels que P = P;P5. On montre par récurrence sur le degré que tout polyndme non-constant P € K[T]
est un produit de polyndmes irréductibles dans K.

D’apres le théoreme fondamental de 1’algebre, les polyndmes irréductibles unitaires de C[T] sontles T—«, a € C.
Si P € R[T] possede une racine « € C \ R, son conjugué @ est également racine de P et le produit

(T — a)(T —a) = T? — 2Re(a)T + |af* € R[T],
de discriminant — Im(a)? < 0, divise P. On en déduit que les polyndmes irréductibles unitaires de R[T] sont
les T — a (avec a € R) et les T2 4 BT + v (avec (3,7) € R? tel que 32 — 4y < 0). En particulier, pour tout
a € C\ R, on a v,(P) = vg(P) (c’est le nombre de facteurs T? — 2Re(a)T + |a|? dans la décomposition en
produit de facteurs irréductibles de P dans R).

En outre, un polynéme P € R[T] de degré impair posséde toujours une racine réelle.



Exercice 1.9 : Soitn > 1.
21k

1) Onnote U,, = {e n Lk e0,n—1] } C’est ’ensemble des racines n-iemes de 1'unité dans C.

n—1 n—1
Montrer que T" — 1 = H (T—-w) = H(T - e%) et développer H (T—-w) = H(T - e%).
wely k=0 weln\{1} k=1

2) Exprimer la décomposition en produit de facteurs irréductibles de T™ — 1 dans R[T].
(On distinguera suivant la parité de n.)

II Calcul matriciel

Dans tout ce chapitre, n, p, ¢ sont des entiers naturels non-nuls.

II.1 Espaces vectoriels et sous-espaces remarquables de matrices

Une matrice A = (aj;) € My,,(K) est un tableau de np scalaires avec
e n lignes de longueur p (notées ;(A) pour 1 < i < n);
¢ p colonnes de hauteur n (notées c;(A) pour 1 < j < p).

Deux matrices sont égales si et seulement si elles ont méme taille et si tous les coefficients homologues sont égaux
deux-a-deux. On sait sommer deux matrices de méme taille et multiplier une matrice par un scalaire, ce qui permet
de parler du K-espace vectoriel M,,,(K).

Pour tout 1 < ¢ < n et pour tout 1 < 5 < p, on note E;; € an(K) la matrice élémentaire dont tous les
coefficients sont nuls a I’exception du coefficient en ligne 7 et colonne 7 qui vaut 1. On peut donc écrire

ail a2 -+ alp
n
azy Gz - agp b
A= ) ) ) = E E ai; i
: : : i=1 j=1
Gnp1 Aan2 -°° Gpp

et on dit que (Eij); jye1,n]x[1,p] €St 1a base canonique de M, (KK).

Enfin, la transposée de A € M,,,,(K) est la matrice AT € M,,,,(KK) dont les coefficients sont, pour tout 1 < i < p,
pour tout 1 < j < n, (AT);; = aj;. La transposition T : M,,,(K) — M,,,(K) est un isomorphisme de K-espaces
vectoriels dont la réciproque est encore la transposition.

Donnons quelques cas particuliers et sous-ensembles remarquables :

e On identifie I’ensemble M,,; (K) des matrices a n lignes et une seule colonne a K" et on note plus volontiers

n
(€i)1<i<n sa base canonique. On notera X = (z;) = g x;e; les éléments de K™.
i=1

e On note M,,(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n (et M; (K) s’identifie a K).

Si A = (ai;) € My (K), les coefficients a;; (pour 1 < i < n) sont les coefficients diagonaux de A.

n
On définit la trace de A comme la somme tr(A) = Z a;; de ses coefficients diagonaux. En particulier, 1’ appli-
i=1
cation tr : M, (K) — K est linéaire et invariante par transposition (au sens o1 tr(AT) = tr(A)).

e On note T? (K) le sous-espace des matrices triangulaires supérieures de taille n, i.e., ’ensemble des matrices

A = (ai;) € M, (K) telles que, pour tous 1 < 4,5 < n, j < i implique a;; = 0 (ou a;; # 0 implique 7 < j).
On note T? (K) le sous-espace des matrices triangulaires inférieures de taille n, dont la transposée est triangu-

laire supérieure.



e Une matrice simultanément triangulaire supérieure et triangulaire inférieure est une matrice diagonale et on note
D, (K) = TS (K) N T (K). On pourra noter Diag(a, ..., a;, ) une telle matrice.

n
La matrice identité (de taille n) est définie par I,, = (J;;) = Diag(1,...,1) = Z E;; et on notera que, pour tout
i=1
1 <i<mn,c(l,) =e dans K".
e La transposition est une involution de M, (K). On note S,,(K) (resp. A,,(KK)) le sous-espace vectoriel de M, (K)
formés par les matrices symétriques (resp. antisymétriques), i.e., satisfaisant AT = A (resp. AT = —A).

En particulier, les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont tous nuls.

II.2 Produit matriciel - Algeébres de matrices carrées

Si A = (aij) € Mpp(K), si B = (b;;) € Mp,(K) sont deux matrices, on définit le produit AB € M,,,(K) par

p

(AB)ij = Y awb; pourtout (i, ) € [1,n] x [1,q].
k=1

La disposition pratique du produit permet le calcul en petite taille et permet de visualiser le fait que

l;(AB) =1;(A)B pourtoutl <i<mn et c;(AB)=Ac;j(B) pourtoutl < j <gq.

Exercice II.1 : 1) Montrer que le produit matriciel est associatif (il est aussi bilinéaire et I’identité est neutre).
2) Soient ¢ € [1,n] et j € [1,p]. En considérant e; € K" et e; € KP, montrer que eie;r = E;; € M, (K).
Soient de plus k € [1,p] etl € [1, g]). Calculer ejTek et en déduire le produit E;;Ej; € M, (K).

p

3) Montrer que, pour tout A € M,,,(K), pour tout X = (z) € KP, ona AX = Z xpcr(A) dans K.
k=1

4) Montrer que, pour tout A € M,,,,(K), pour tout B € M,,,(K), ona (AB)*T = BTAT dans M, (K).

5) Montrer que, pour tous A € M,,,(K) et B € M,,,(K), on a tr(AB) = tr(BA).

Dans le cas des matrices carrées, le produit fait de (M, (K), +, x, -) une K-algébre non-commutative (au sens ol

il existe des matrices A, B telles que AB # BA) et non-integre (au sens ol il existe des matrices A, B non-nulles
telles que AB = 0).

o0
SiAeM,(K)etsiP = Z ar T* € K[T] est un polyndme, on peut évaluer P en A et calculer la matrice
k=0

P(A) = iakAk € M, (K).
k=0

On rappelle que A° = I,, et que deux polyndmes en A commutent !
Un polynoéme Py # 0 tel que Po(A) = 0 est un polyndme annulateur de A. Tous les multiples de Py sont alors

encore annulateurs de A et si P est un polyndome quelconque, si P = PoQ + R est la division euclidienne de P par
Pg,onaP(A) =R(A).
Dans le cas ou A € M,,(K) est annulée par un mondme, on dit que A est nilpotente.

1 -1

Exercice IL2 : 1) Montrer que la matrice A = ( 5

> est annulée par le polynome T? — 5T + 6.

2) Avec I’exercice 1.4.2, en déduire, pour tout d > 2, la valeur de A4 sans calcul matriciel.

Exercice IL.3 : 1) Montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieur.
Montrer que les coefficients diagonaux du produit sont les produits des coefficients diagonaux homologues.
Si A = (aj;) est triangulaire supérieure et si P € K[T] est un polyndme, que dire de P(A)?



2) Pour tout 0 < 7 < n, on note T}, .(K) le sous-espace des matrices A = (a;;) € Tj,(K) telles que, pour tous
i,j € [1,n], j < i+ rimplique a;; = 0. En particulier, A € T}, ; (K) si elle a une diagonale de 0.
a) Montrer que, pour tous 0 < 7, ¢ < n, pour tous A € T}, . (K) et B € T}, ;,(K),ona AB € T}, , ,(K).

b) En déduire que A € T% (K) est nilpotente si et seulement si elle posseéde une diagonale de 0.

Une matrice carrée A € M, (K) est inversible s’il existe B € M,,(K) telle que AB = BA = I,,, et B est alors
unique : ¢’est I’inverse de A, qu’on note A~1.

On note GL,(K) I’ensemble des matrices inversibles dans M,,(K) et on vérifie que, si A,B € M, (K) sont
inversibles, alors AB est inversible et (AB)™! = B~1A~1.

En outre, si A € M,,(K) est inversible, alors AT est inversible et (AT)™1 = (A=1)T,

Si une matrice A € M,,(K) est inversible alors elle est simplifiable au sens ot pour tout B € M,,,,(K) (resp. pour
tout B € M,,,(K), AB = 0 implique B = 0 (resp. BA = 0 implique B = 0). Puisque, pour tous 1 < ¢,j < n, on
ael A =1;(A)et Ae; = ¢;(A), une matrice inversible n’a ni ligne ni colonne nulle.

Plus généralement, les lignes et les colonnes d’une matrice inversible sont linéairement indépendantes.

Exercice I1.4 : 1) Montrer que si N € M,,(K) est nilpotente, alors I,, + N est inversible.
2) Montrer que D € D,,(K) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non-nuls.
3) Soit A = (aij) € TfL(K)

a) On suppose que, pour tout 1 < i < n, a;; # 0. Ennotant D = Diag(aq1, ..., ann ), calculer D~ !A et montrer

que A est inversible. Que dire de A~ et de ses coefficients diagonaux ?
n

b) Réciproquement, on suppose que A est inversible. En notant P = H (T — ajj ), justifier que AP(A) et
170
P(A) sont nilpotentes et conclure que a;; # 0 pour tout 1 < i < n.

4) Montrer que si A € M,,(K) posseéde un polyndme annulateur P tel que P(0) # 0, alors A est inversible.
Exercice IL.5 : Soient A,B € M, (K) deux matrices. On dit que A est semblable a B s’il existe une matrice
inversible Q € GL,,(K) telle que B = QAQ L.
1) Montrer que la similitude est une relation d’équivalence (au sens logique).
2) Onnote A ~ B lorsque A et B sont semblables. Dans ce cas, montrer que :

a) pour tout polynéme P € K[T], P(A) 3 P(B);

b) A est inversible si et seulement si B I’est et, dans ce cas, A~} fg B!

¢) onatr(A) = tr(B).

II.3 Calcul matriciel par blocs

Si on a des entiers ny,no,p1,p2 > 1 tels que n; + ng = n et p; + p2 = p, on peut découper une matrice

A € M,,,(K) en blocs et voir A comme un élément de M,,, 1, p, +p, (K) en notant

Ay A
A= 12 avec  Ajj € My, (K) pour tous 1 < d,j < 2.
Agr Ago

Ces découpages sont arbitraires, et on les choisit par commodité. Par exemple, on peut écrire

1 2/1 2 3 1 21 2\3
A= 414 5 6 €M2+372+1(K) et A= 3 4 4 5|6 €M4+171+2(K).
1 2\1 2 3 1 21 2|3



On calcule par blocs les combinaisons linéaires d’éléments dans M, 4y, p, +p, (K) et, en transposant, on obtient

AT AT
SR R rm—c

All A12
A21 A22 € M”1+”27P1+p2 (K) etB =

se réécrit sous la forme du produit par blocs

Bi1 Bi2
Bo1 Bao

Pour A = ) € My, 4+ps.,q1 442 (K), le produit matriciel

AB — ( A11Bi1 +A12B21 A11Bia + A19Bao

eM K).
A21Bi1 + A22Ba1 A21Bia + AgeBas > n-+nz,qi+az (K)

Dans le cas d’une matrice carré A € M, (K), on découpera toujours les lignes et les colonnes de maniére analogue

de sorte que, si n; + n2 = n, les blocs diagonaux de A € M, +n, (K) sont toujours carrés. On pourra considérer
des matrices triangulaires par blocs et diagonales par blocs

A A ou Ay 0O ou Ay 0O
0 Ay Agr Ay 0 Ag

Le produit de deux matrices triangulaires (resp. diagonales) par blocs de méme taille est encore triangulaire (resp.
diagonal) par blocs et les blocs diagonaux du produit sont les produits des blocs diagonaux.
A P(A
. etpour P € K[T],onaP(A) = (A1r) * .
0 A 0 P(Asz2)
En outre, une telle matrice est inversible si et seulement si ses blocs diagonaux le sont.

Par conséquent, pour A =

Tout ce qui précede se généralise bien siir a un nombre quelconque de blocs. On peut également choisir de ne
découper que suivant les lignes ou suivant les colonnes. En particulier, pour toute matrice A € M,,,(K), on peut

écrire
A=(aad) ] em) || om) ).
. . A B . . 1
Exercice IL.6 : 1) Soit M = 0 D € M, 11, (K) avec A, D inversibles. Calculer M~ ".

I, A I 0
2) Soit A € M, (K) et considérons la matrice M = ( K I ) € Ms,(K). Calculer ( nA ; ) M et en
n - n

déduire que M est inversible si et seulement si I, — A% I’est. Calculer M~! dans ce cas.

B A 0 1

calculer A? — B2 puis trouver une combinaison linéaire nulle des colonnes de M (qui n’est donc pas inversible).

A B 11
3) Avant de généraliser hativement, considérer M = ( ) avec A = < 00 ) et B = ( 1 0 ) :

III Systeémes linéaires et équations matricielles

III.1 Noyau et image d’une matrice - Cas des matrices échelonnées réduites

Soit A = (a;5) € Mp,(K). Pour tout Y = (y;) € K", résoudre le systeme linéaire a n équations et p inconnues

a11r1  + apx2 +---+ apTp = Y1
a21r1  + ax2 +---+ axplp = Y2
ap1T1 + Ap2%2 + -+ AupTp = Yn



revient a résoudre I’équation matricielle AX = Y d’inconnue X = (xj) € KP.

Le noyau de A estle sous-espace ker(A) := {X € K? t.q. AX = 0} des solutions de 1’équation homogene associée
AX =0.

L’image de A est le sous-espace Im(A) := {Y € K" t.q.il existe X € KP t.q. AX = Y} des seconds membres
tels que I’équation AX = Y est compatible. Par construction, Im(A) est I’ensemble Vect(ci(A), ..., c,(A)) des

combinaisons linéaires des colonnes de A.

Remarques III.1 : 1) La bilinéarité du produit assure que I’application ®5 : KP — K" définie par X — AX est
linéaire, ce qui justifie le vocabulaire. On dit que ® A est I’application linéaire canoniquement associée a A.

2) Pour tout Y € K", il suffit de déterminer ker(A) et une solution particuliere de I’équation AX = Y pour la
résoudre complétement, i.e., pour expliciter le sous-espace affine des X € KP? tels que AX = Y'!

On calcule aisément le noyau et I’'image d’une matrice échelonnée réduite dont on distingue

e les colonnes principales c;,, ..., ;. avec 1 < j; < ... < j, <pet,pourtout 1 <k <r,cj, = ck(ly) = eg;

e les colonnes secondaires qui sont combinaisons linéaires des colonnes principales qui les précedent.

1 o« 0
Exemple III.2: Lamatricce R=| 0 0 1 ~ | € Mj3s(K) est échelonnée réduite. Ses colonnes principales
0 0 00

sont ¢ et cg et on a bien c; = «acy et ¢4 = Bey + ~yes. En particulier, Im(R) = Vect(cq, c3) = Vect(eg, e2) et

n %1
pourtoutY = | 3o | € Im(R), est solution de I’équation RX =Y.
Y2
0
0

On notera que Im(R) admet ’équation y3 = 0 et s’exprime ainsi comme le noyau ker ( 0 01 )

Un vecteur X = (z3;) € K* est dans ker(R) si et seulement si 1 = —awy — Bry et 23 = —yxy (les
inconnues principales s’expriment en fonction des inconnues secondaires (ou parametres) et on a

—axgy — Py —«a —B —a —f
1 0 1 0
ker(R) = o2 (z2,24) € K2 3 = Vect , =1Im
—YZ4 0 - 0 -
T4 0 1 0 1

On peut donc également exprimer ker(R) comme une image !

1 0 0 « 01 0 «
Exercice II1.3 : Faire le méme travailavec | O 1 0 g |Jet|] O 0 1 S
0 01 «v 0000

Remarque II1.4 : Si R € M,,(K) est échelonnée réduite, le nombre r de ses colonnes principales satisfait
nécessairement 0 < r < min{n, p}. On notera en outre que :

e R = 0O si et seulement si R n’a aucune colonne principale si et seulement si r = 0;
e ker(R) = {0} si et seulement si toutes les colonnes de R sont principales si et seulement si 7 = p;
e Im(R) = K" si et seulement si R n’a aucune ligne nulle si et seulement si r = n;

e Sin = p,ie., si R est carrée, elle est triangulaire supérieure. Par conséquent, elle est inversible si et seulement
si 7 = n si et seulement si R = L,,. Ainsi, I,, est ’'unique matrice échelonnée réduite inversible.




II1.2 Equivalence par lignes et algorithme de Gauss-Jordan

Si A,B € M,,,(K) sont deux matrices, on dit que A est équivalentes par lignes a B (et on note A ~ B) s’il existe

une matrice inversible P € GL,,(K) telle que PA = B. C’est une relation d’équivalence (au sens logique).
Deux matrices équivalentes par lignes ont donc méme noyau et on peut prouver que deux matrices échelonnées
réduites équivalentes par lignes sont égales en généralisant I’exemple suivant :

Exercice IIL.5 : Soient P € GL3(R) et R la matrice de I’exemple IIL.2.
a) Expliciter PR sous la forme PR = ( cl ‘ Co ‘ c3 ‘ Cy4 ) .
b) Montrer que si PR est échelonnée réduite, alors PR, = R. A-t-on nécessairement P = I3 ?

¢) En déduire que si R’ est échelonnée réduite et si R ~ R/,alors R =R/.

Soit A € M,,,(K) et étudions I’effet de la multiplication a gauche par les matrices de transformation élémentaire :

e (Matrices de dilatation) Soient 1 < i < n et « € K*. La matrice D;(«r) = Diag(1,...,1,a,1,...,1) (ou « est
en i-&me position), obtenue en multipliant la ligne /; de I,, par «, est inversible. On déduit D;(«)A de A en

multipliant [;(A) par « et on dit qu’on a fait subir a A la dilatation [; + ;.

o (Matrices de transvection) Soient 1 < 7,5 < naveci # jet A € K. Lamatrice I,,+AE;;, obtenue en remplagant
la ligne I; de I, par I;(1,,) + Al;(I,,), est inversible. On déduit (I, + AE;;)A de A en ajoutant a /;(A) le produit
Al;(A) et on dit qu’on a fait subir a A la transvection [; < [; + \l;.

e (Matrices de transposition) Soient 1 <4, j < n avec 7 # j. La matrice T';; obtenue en intervertissant les lignes

l; et lj de I,, est inversible (et elle est son propre inverse). On déduit T;; A de A en intervertissant [;(A) et [;(A)
et on dit qu’on a fait subir a A la transposition [; <> [;.

L’algorithme de Gauss-Jordan (ou algorithme du pivot) donne une suite d’opérations élémentaires sur les lignes

(i.e., de multiplications a gauche par des matrices de transformation élémentaire) permettant d’obtenir 1’unique
matrice échelonnée réduite R € M,,,,(K) équivalente par lignes a A.

Définition II1.6 : Avec les notations précédentes :
1) On appelle rang de A, et on note rg(A), le nombre de colonnes principales de R.

2) On appelle colonnes principales de A les colonnes de A correspondant aux colonnes principales de R.

Remarques II1.7 : 1) Deux matrices A, B équivalentes par lignes sont équivalentes par la lignes a la méme ma-
trice échelonnée réduite. Elles ont donc méme rang et leurs colonnes principales sont aux mémes positions.

2) II1.4 s’étend a toutes les matrices ! En particulier, pour A € M,,,(K), ona 0 < rg(A) < min{n,p}, A = 0si
et seulement si rg(A) = Oet, si A € M,,(K), A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

A1 1
Exemple IIL.8 : Fixons A € K et considérons la matrice A = 1 A 1 |. On choisit un pivot dans la
11 A

premiere colonne, i.e., un coefficient non-nul, on le place sur la premiére ligne a I’aide d’une transposition puis on
"nettoie" la colonne en dessous a I’aide de transvections. Ici, on fait I; <> [3 puis lo <— I — 1 etls < I3 — A\ly :

1] 1A i 1A

A1 |~ 0 A=1 1=\
L

1 1 0 1—X 1-—2\2

A
1

0
0

A:

11
Al |~

L
1 A

11
Si A =1, on obtient A > 0 0 | qui est échelonnée réduite et posséde un unique pivot (rg(A) = 1).
0 0

10



Déterminer ker(A) revient a résoudre 1’équation x; + x2 + 3 = 0 et on peut conclure que

1 1 1 —Io — I3 -1 -1
ker(A)=ker| 0 0 0 | = x9 ,(z9,23) € K 3 = Vect 1 ,
0 00 T3 0 1

Si A # 1, on choisit A — 1 comme second pivot, on utilise une dilatation pour normaliser ce pivot a 1 puis on

. . . . . [ .
"nettoie" la colonne en dessous a I’aide d’une transvection. Ici, on fait donc lp <— )\721 puisls < I3 — (1 —=N)la:

1] 1 A (1] 1 A
A~ 0 [A-1] 1-A o [1] -1

0 1—X 1-)2 0 0 2—X—2)\2

e

=)

Sid=-2,0na2—A—A?=(\A—1)(2+ A) = 0 et on obtient A f ) qui est échelonnée et
0

I

—1

OH

0
possede deux pivots (donc rg(A) = 2). La transvection [; < [; — I3 donne A ~ (
x

Déterminer ker(A) revient a résoudre le systeme linéaire (a deux équations) x1 — x3 = =0et
1 0 -1 I3
ker(A) =ker | 0 1 -1 | = z3 |,z3eKp=K | 1
0 0 O T3 1

Si A ¢ {1,—2}, on choisit 2 — A — A\? comme troisiéme pivot, on le normalise et A est équivalente par lignes & une
matrice triangulaire supérieure avec une diagonale de 1 donc A est inversible, rg(A) = 3 et ker(A) = {0}.
Des transvections supplémentaires assurent que A ~ Is.

Remarque IT1.9 : Résoudre une équation matricielle homogene revient a exprimer ker(A) comme une image !
Les colonnes engendrant ker(A) (lorsqu’il est non-nul) donnent les coefficients d’une combinaison linéaire nulle
des colonnes de A. Ainsi, comme dans le cas d’une matrice échelonnée-réduite, les colonnes non-principales de A
(lorsqu’il y en a) sont combinaisons linéaires des colonnes principales de A.

Dans I’exemple, lorsque A € {1, -2}, ona

e si A =1, ¢i1(A) est I'unique colonne principale de A eton a ca(A) = c3(A) = c1(A);
e si A= —2¢1(A)etcy(A) sont les colonnes principales de A et ona cz(A) = —c1(A) — c2(A).

III.3 Variante de I’algorithme de Gauss-Jordan - Calcul d’inverse

Pour calculer une matrice inversible P € GL,,(K) telle que PA = R, on fait subir a I,, la méme suite d’opérations
élémentaires sur les lignes que celle qui permet d’échelonner-réduire A.

Il est commode d’utiliser la matrice augmentée (ou par blocs) (A|L,) € M,, 4 (K) et, a la fin de cette variante de
I’algorithme de Gauss-Jordan, on obtient une matrice augmentée (R|P) avec R € M,,,(K) échelonnée réduite et
P € GL,(K) tel que (A|L,) > (R|P), i.e., PA = R (sauf si on a fait une erreur de calcul! C’est fréquent!)

Remarques ITI.10 : 1) A € M,,(K) est inversible si et seulement si elle est équivalente par lignes a I,,. Le calcul
de P tel que PA = I,, revient alors au calcul de A~!. Ceci prouve au passage que toute matrice inversible est
un produit fini de matrices de transformation élémentaire.
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2) La variante ci-dessus permet de résoudre une équation matricielle AX = Y puisque ses solutions sont aussi
celles de RX = PY. Raisonner sur la matrice augmentée (A|Y) peut étre plus pertinent dans le cas ot Y est
numérique. Si'Y est littéral, raisonner sur (A|Y) implique les mémes calculs que de raisonner sur (A|I,,), moins
bien présentés : la variante proposée est plus siire et plus efficace !

3) Si R possede des lignes de O et si on note P la matrice extraite de P correspondant a ces lignes nulles, on a

PA = 0 et Im(A) = ker(P). On peut donc toujours exprimer une image comme un noyau (si R n’a pas de
ligne de 0, i.e., sirg(A) = n, Im(A) = K" = ker(0))!

111|100 1 11,1 00
Exemple II1.11 (suitede IIL.8): SiA=1,ona(Allz)=| 1 1 1[0 1 0 o~ 0 00[—-1 10
11 1/0 0 1 0 00]-1 01
1 00 1 11
On vérifiequ'enposantP=| —1 1 0 |etR=] 0 0 0 [,onabien PA =R.
-1 0 1 0 00
i 4 5 -1 10 ~
On vérifie également qu’en notant P = 1 0 1 Jome Im(A) = ker(P).
Si A = —2, on a (avec une présentation peu recommandable mais plus économe en papier)
-2 1 1 {1 0 0 1 1 =270 0 1
(Ally) = 1 =2 1]010 |~ 1 -2 1/010
1 =210 0 1 -2 1 111 00
1 1 -2{00 1 10 -1/0 3 3
~ (o -3 301 -1 |~[01-1/0 -3 3
L L
3 3|1 2 00 0|1 1 1
0 3 32 10 -1
On vérifiequ’en posant P = | 0 —% % eetR=1] 0 1 —1 |,onabien PA =R.
1 1 1 0 0 O
On vérifie également qu’en notant P = ( 111 ), onalm(A) = ker(P).
3 1 1
1 00| 5 —3 —3 1 3 -1 -1
SiAzQ,ontrouve(A\Ig); 010+ 23 -1 etonvériﬁequeA‘lzz -1 3 -1
00 1|-5 -7 3 -1 -1 3

Exercice ITI.12 : Avec \ = 2 ci-dessus, on remarque que A = I3 + J ot J = (1) € M3(K). Calculer J? puis A?
et en déduire un polyndme annulateur de A. Retrouver (beaucoup plus économiquement) 1’expression de A=,
Faire de méme pour A quelconque dans K \ {—2, 1}.

III.4 Matrices équivalentes

La transposition échange les lignes et les colonnes, et change 1’ordre des facteurs dans un produit. On dit donc que
deux matrices A, B € M,,,(K) sont équivalentes par colonnes (et on note A ~ B) s’il existe Q € GL,(K) telle

que AQ = B. On étudie I’effet de la multiplication a droite par les matrices de transformation élémentaire :

o (Matrices de dilatation) Soient 1 < j < pet a € K*. La matrice Dj(«) = Diag(1,...,1,a,1,...,1) (ol v est
en j-eme position) est également obtenue en multipliant la colonne c; de I, par a.. On déduit AD;(«r) de A en
multipliant ¢;(A) par c et on dit qu’on a fait subir a A la dilatation ¢; < ac;.

o (Matrices de transvection) Soient 1 <4, j < paveci # j et A € K. La matrice I, + AE;; est également obtenue
en remplagant la colonne ¢; de I, par ¢;(I,) + Ac;(I,). On déduit A(I, + AE;;) de A en ajoutant a ¢;(A) le
produit Ac;(A) et on dit qu’on a fait subir a A la transvection ¢; < ¢; + Ac;.
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o (Matrices de transposition) Soient 1 < ¢, 7 < p avec 7 # j. La matrice T;;; est également obtenue en intervertis-
sant les colonnes ¢; et ¢; de I,. On déduit AT;; de A en intervertissant c;(A) et ¢;(A) et on dit qu’on a fait subir
a A la transposition ¢; < ¢;.

En particulier, si R € M,,,(K) est une matrice échelonnée réduite de colonnes principales ¢;,, ..., ¢, des trans-
positions (pour placer les colonnes principales dans les r premicres colonnes) et des transvections (pour tuer les
colonnes non-principales) assurent que

L |0

Re~Jppr o0 Jypr= ( 010 > € M,,,(K).

C

On dit que deux matrices A,B € M,,,(K) sont équivalentes (et on note A ~ B) s’il existe P € GL,(K) et
Q € GL,(K) telle que PAQ = B. D’apres ce qui précede, si rg(A) = r, i.e., si A est équivalente par lignes a une
matrice échelonnée réduite possédant 7 colonnes principales, alors A ~ J,, ;, ;..

Remarque III.13 : On a déja vu qu’une matrice A € M,,(K) inversible était simplifiable. On montre avec ce qui
précede que si A n’est pas inversible, i.e., de rang strictement inférieur a n, elle n’est pas simplifiable : pour tout
p > 1, il existe B € M,,,(K) (resp. B € M,,,(K)) non-nulle tel que AB = 0 (resp. BA = 0).

Théoréme I11.14 : 1) Pour tout A € M,,,(K), pour tout B € M,,,(K), rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}.
En particulier, si A, B € M,,(K) sont carrées et si AB est inversible alors A et B le sont.

2) La multiplication, a gauche ou a droite, par une matrice inversible ne change pas le rang d’une matrice.

3) Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang. En particulier, une matrice A € M,,,(K)
est de rang 7 si et seulement si elle est équivalente 2 J, ;, -, et on a donc rg(AT) = rg(A).

IV Calcul de déterminant

IV.1 Généralités

Proposition-Définition IV.1 : Soient n > 2 un entier et g : M,,(K) — K une application.

1) a) On dit que g est n-linéaire (ou multilinéaire) par rapport aux colonnes si, pour tout 1 < j < n, pour toutes

colonnes cy, ..., ¢j, ¢

;, ..., Cp dans K™, pour tout A € K, on a

g(cw.“\ka+%\nwcn):Ag(qw.”‘q\uwcn)+g<cw.“\%‘nwcn>_

b) On dit que g est alternée par rapport aux colonnes si, pour toutes colonnes cj, ..., ¢, dans K™, pour tous

1§i<j§n,ci:cjimpliqueg( c1 ‘ ‘ C ‘ ‘ c; ‘ ‘ Cn ) =0
2) Sig: M, (K) — Kest n-linéaire alternée et si A € M,,(K) n’est pas inversible, alors g(A) = 0.

Remarque IV.2 : Soientn > 2 et g : M, (K) — K une application n-linéaire alternée par rapport aux colonnes.
Alors g est antisymétrique par rapport aux colonnes au sens ou, pour toutes colonnes cy, ..., ¢, dans K", pour tous

1§i<j§n¢mag<q\”.Maw”\g\uwcn):_g<q‘”¢cw.”‘q‘uwcn).
Exemples IV.3 : Avec les notations précédentes, examinons la situation en petite taille :

1) Pour n = 2, on commencera par noter que, dans le plan euclidien, la mesure de 1’aire d’un parallélogramme
est bilinaire alternée par rapport aux vecteurs qui I’engendre. Le choix de I’échelle (et de I’orientation), i.e., le
choix de I’aire algébrique du carré engendré par une base orthonormée, est notre seul degré de liberté !
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) a b - e . L L
Soit A = ( d > . En utilisant la bilinéarité, puis le caractere alterné puis 1’antisymétrie de g, on calcule :
c

(30w )2
“efe(op) (D)l (ha) (1)
= adg((l) (1]>+bcg<(1) é)z(ad—bc)g(lg)

Ainsi, si g : Ma(K) — K est bilinéaire alternée par rapport aux colonnes, g est entierement déterminé par le

+c

choix de g(I2).

ajl a2 a13
2) Soit A= | a9 ase aoz |.En utilisant pareillement la trilinéarité puis le caractere alterné de g, on a

a31 asz2 as3

g(A) = a11a22a339( €1 ‘ €2 ‘ €3 ) +a11a32a239( €1 ‘ €3 ‘ €2 ) + az1a12a33 g( €2 ‘ €1 ‘ €3 )
+az1a32a13 9( €2 ‘ €3 ‘ €1 ) + az1a12a23 g( €3 ‘ €1 ‘ €2 ) +a31a22a13g( €3 ‘ €2 ‘ €1 )

On notera que les 3! = 6 images de g restantes sont celles de permutations des colonnes de I3 (qui forment la
base canonique (e1, es, e3) de K?). On notera aussi que le produit de coefficients de A devant chaque facteur
porte aussi la trace de cette permutation (voir les coefficients de ligne).

Par exemple, sur la deuxieme ligne, le troisi¢me terme asjaseais g ( es ‘ ) ‘ e1 ) correspond a la transposi-

tion e <> e3 tandis que le premier terme as1a32613 g ( €9 ‘ es3 ‘ e1 ) correspond a la permutation circulaire
e < e < ez < ej. Avec I’antisymétrie, on calcule

2
g( ez | es | e >:—9<62‘61‘63>=(—1) 9(Is)
et on peut conclure en traitant de manicre analogue les six termes que

g(A) = [ar1a2a33 + az1a32a13 + a31a12a23 — A11A32023 — A31022a13 — a21a12a33] g(13).

A nouveau, si g : M3(K) — K est trilinéaire alternée par rapport aux colonnes, g est entierement déterminé
par le choix de g(I3).

Cas général. Pour faire la méme chose en taille quelconque, on doit introduire quelques notations : soit n > 2.

e On note &, I’ensemble des permutations de [1, n], i.e., des bijections o : [1,n] = [1,n], de cardinal n!.

e Pourtouto € G,,, onnote T, = ((5,~7J(]~))1§i7j§n € M,,(K) la matrice déduite de I,, par la permutation o de ses
colonnes : pour tout 1 < j < n,onac;(Ty) = cy;)(In), ie., To = ( €o(1) ‘ €s(2) ‘ ‘ €o(n) )
On montre en particulier que, pour tous ¢, o’ dans &,,, T, Ty = Tyour.

e On appelle transposition de [1,n] toute permutation échangeant deux éléments de [1,n] et laissant les autres
fixes. Pour tous 1 < ¢ < j < m, la transposition ¢ <+ j est notée 7;; et, avec les notations de §IIL4, T;; = Tr,-
(On convient que, pour tout 1 < i < n, 7; désigne I’identité e de [[1,n].)

On montre par récurrence que tout élément de G,, est une composée de transpositions : si 0 € Gy, To(n)n © O
laisse n invariant et induit une bijection [1,n — 1] = [1,n — 1] (i.e., un élément de &,,_1) et on itere !
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Soient g : M,,(K) — K une application n-linéaire alternée par rapport aux colonnes. D’aprés la remarque IV.2 et
ce qui précede, pour tout o € S, il existe donc un élément £(o) € {—1, 1}, appelé signature de o, tel que

9(Ty) = 9( eot) | o) | | €ommy ) =¢e(0)g(In).

Soit maintenant A = (a;;) dans M,,(K). En procédant de maniere exactement analogue a ce qu’on a fait en taille
3, on utilise la n-linéarité et le caractere alterné de g pour obtenir I’expression

9(A) = > [ aw9(Te) = | X e@) [T aos| 9(0n)
j=1

oe6y, j=1 ST
et, une fois encore, g est entierement déterminé par le choix de g(I,,). Par conséquent :
Proposition-Définition IV.4 : Soit n > 2. Le déterminant, noté det : M,,(K) — K et définie par
n
A = (aiy) = det(A) = Y 2(0) [ aoiyy
oeS, j=1

est I'unique application M,,(K) — K n-linéaire alternée par rapport aux colonnes qui vaut 1 en I,.
Pour A € M,,(K), on note aussi det(A) = |A] lorsque A est un tableau de nombres.
On convient que pour tout A = (a) € M;(K) = K, onadet(A) = a.

Exercice IV.5 : Fixons A € M,,(K) et considérons I’application g : M, (K) — K définie par B — det(AB).
Montrer que g : M,,(K) — K est n-linéaire alternée par rapport aux colonnes (de B!)
(On utilisera le fait que, pour tout 1 < j < n, ona Acj(B) = ¢;(AB).)

Théoréme IV.6 : 1) Pour tous A, B € M,,(K), on a det(AB) = det(A) det(B);
2) Pourtout A € M, (K), A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Dans ce cas, onadet(A™!) = det(A) 1.

Enfin, avec des manipulations d’indices (un peu fines), on montre :

Théoréme IV.7 : Pour tout A € M, (K), on a det(A™) = det(A).

IV.2 Calcul de déterminant par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

En taille quelconque, on déduit immédiatement des considérations du paragraphe $IIL.4 la proposition suivante,
qui conduit a utiliser les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes pour calculer les déterminants.

Proposition I'V.8 (Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes) : Soit A € M, (K).

e (Dilatation.) Pour tout 1 < j < n, pour tout o € K, on a det(D;(c)) = acet
det(AD;(«)) :det( c1 ‘ ‘ ac; ‘ ‘ n ) = adet(A)

e (Transvection.) Pour tous 1 < 4,5 < m avec i # j, pour tout A € K, on a det(I,, + )\Eij) =1let

det(A(In—{—)\EU)) :det( C1 ‘ ‘ C; ‘ ‘ Cj-f-)\Cl' ‘ ‘ Cn ) :det(A)
e (Transposition.) Pour tous 1 < i < j < n, on a déja vu que det(T;;)(= e(7;;)) = —letona
det(ATij):det( c1 ‘ ‘ ¢ ‘ ‘ ¢ ‘ ‘ Cn ) = —det(A)

On a des résultats analogues avec les opérations élémentaires sur les lignes d’apres IV.6
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Remarque IV.9 : Il peut étre utile dans certains cas de savoir permuter circulairement (des lignes ou) des colonnes
adjacentes : on montre par récurrence que, pour tout 1 < i < j <n,

det( o Giel ‘ Cit1 "'+ G G ‘ Cj+1 - Cn ) = (=1)’ 7" det(A).
et

det( c1 - G-l ‘ cj ¢ ot Cjo ‘ Cjiy1 't Cn ) = (—1)j_i_1det(A).

Corollaire IV.10 : Si A = (a;;) € M,,(K) est triangulaire (ou diagonale) alors det(A) = H Q.-
i=1
Exemples IV.11 : 1) Reprenons encore la matrice de 1I’exemple IIL.8.

En commencant par les transvections ¢ <— ¢1 + ¢2 + c¢3, en sortant A + 2 puis en échelonnant, on a

A2 11 11 1
det(A)=|[A+2 X 1 |=A+2)|0 A=1 0 |=0O+2)(A-1D~%
24N 1 A 0 0 A-1

On notera I’avantage de procéder avec des opérations élémentaires plutot qu’en appliquant IV.4 (ou la méthode
de Sarrus qui permet de la retrouver rapidement) qui donne le déterminant sous la forme det(A) = A3 —3\+2.

2) Pour tout n > 1, et a I’aide des transvections c; < ¢; — ¢, pour j variant de 1 a n — 1, on montre que

1 n - - m l=n 0 - 0 n

no2 E 0 2-n . : =n
PDni=1 ol R R S G Vil

n—1 n 0 0 -1 n

n N n 0 0 0 n

IV.3 Calcul de déterminants par développements suivant les lignes ou les colonnes

Reprenons le déterminant en taille 3. On factorise les coefficients de la premiere colonne pour obtenir

a1l a2 a3
det a1 G22 a3 = 011022033 + 021032013 + A31012023 — 11032023 — 431022013 — 21012033
a3z1 az2 ass

= aq1(ageass — aszaz3) + az1(ag2a13 — a12a33) + azi(ai2a23 — axea13)

_ a22 Q23 a2 a3 a2 a13
= an — agy + asi
az2 ass az2 ass a2 Q23
De méme, on factorise les coefficients de la deuxieme ligne pour obtenir
air a2 Q13
_ a2 Q13 air a3 a1 Q12
det | ag1 a az | =—an + a2 — a3
az2 433 asr  as3 az1 a3z
a3y asz2 as3

On admet que de telles factorisations sont possibles en toutes tailles, pour n’importe quelle ligne ou n’importe

quelle colonne d’une matrice A € M,,(K), et permettent de ramener le calcul d’un déterminant de taille n a n
calculs de déterminants de taille n — 1. On a donc :
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Proposition-Définition IV.12 : Soientn > 2 et A = (a;;) € M, (K) une matrice.

1) Pourtous 1 < 4,5 < n, on appelle mineur d’indice ¢, j de A le déterminant d’ordre n — 1 défini par

ail e al4-1 a1,5+1 o A1n
A, (A) | G110 Qi—15-1 0 Qi—14541  Gi—1n
1] -
Qi+1,1 - Ai415—1 Qitl54+1 0 Gitln
Qan1 o Qpgj—1 Qpj+1 " Qnn

(On a effacé la ligne ¢ et 1a colonne j de la matrice A.)
n
2) a) Développement suivant la j-ieme colonne de A. Pourtout1 < j < n,onadet(A) = Z(—l)k+jaijkj(A).

k=1
n

b) Développement suivant la i-ieme ligne de A. Pour tout 1 < i < n,onadet(A) = Z(—l)”kaikAik (A).
k=1

Remarque IV.13 : A nouveau, puisqu’on cherche le plus souvent a obtenir un déterminant sous forme factorisée,
on fera bien souvent des opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes avant de développer afin de faire
apparaitre, dans la ligne ou la colonne selon laquelle on va développer, un maximum de coefficients nuls !

A B

Corollaire IV.14 : Soit M =
0 D

) € M, (K) une matrice triangulaire par blocs de taille r + (n — r). Alors

det(M) = det(A) det(D).
(méme chose pour les matrices triangulaires inférieures par blocs, et pour un nombre quelconque de blocs.)

Exemple IV.15 (Calcul de déterminant numérique d’ordre n par récurrence) : Pour tout n > 2, on note

5 2 0 -~ 0
3 95

Dn=|0 . . . 0
: . S A
o -~ 0 3 5

On calcule facilement Dy = 5 puis Dy = 19. Pour n > 3, on développe suivant la premiere colonne :

5 2 0 -0 2 0 0 --- 0
3 5 .o T 3 5 2
Dn=5|0 0[=3]/0 3 0
S .52 S, .52
0 --- 0 3 5 0 --- 0 3 5
ordre n—1 ordre n—1

Le premier terme est D,,_1 et en développant le second par rapport a la premiere ligne, on obtient
Dy, = 5Dy -1 — 6Dy 2
et on montre que, pour tout n > 1, D,, = 9.3 — 4.2" = 37+2 _ on+2,
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Exemple IV.16 (Déterminant de Vandermonde) : Soient (a1, ..., a,) € K" des scalaires. En notant

1 1 1 e 1
al a9 as (079
M(a’lv 7an) = Q% CL% CL% a%
alfl a12171 agfl ag—l
et V(ai,...,a,) = det(M(ay, ..., a,)), on montre par récurrence sur n > 2 que V(ai, ..., a,) = H (aj — a;).

1<i<j<n
Sin = 2, il est clair que V(a1,az2) = az — a; pour tout (a1, as) € K2
Soit n > 2 et supposons vrai le résultat au rang n. Soient (a1, ..., an, A) € K"*! des scalaires. En développant par
rapport a la derniere colonne, on obtient

n+1 n
V(ar, ooy an, A) = 3 (=D)AL (M, an, A) = D (1) A AL g (M(ay s an, M)
k=1 k=0

S’ilexiste 1 <14 < j < ntels que a; = a;, V(a, ..., an, A) = 0 car deux colonnes de M(ay, ..., an, A) sont égales.

Dans le cas contraire, en remarquant que Ay 1 p+1(M(ay, ..., an, \)) = V(ay, ..., a,), 'hypothese de récurrence

assure que la fonction A — V(ay, ..., an, A) est polynomiale de degré n et de coefficient dominant H (a;—a;).
1<i<j<n

Si A est un élément de {ay, ..., a, }, deux colonnes de M(ay, ..., a,, A) sont égales donc V(ay, ..., an, A\) = 0.Ona

ainsi la factorisation V(ay, ..., ap, \) = H (a; — a;) H (A —a;)| et on conclut selon le principe de

1<i<j<n 1<i<n
récurrence.
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