Lycée Saint-Louis PSI2

Programme de colles - Semaine 4 (du 05/10 au 09/10)

Reprise du programme précédent - Lecon 3 : Intégration sur un intervalle quelconque - On garde :

Taylor; Dirichlet et Gauss; [= | / dt [ ] / mdt et on ajoute

Sif:Ry —Kest C1 sur Ry etsi f et f’ sont intégrables sur R+ alors f(x) —+> 0 (Exo 23).
T—r—+400

Lecon 4 - Rappels et compléments de calcul algébrique

I - Calcul polynomial

1) Polyndmes et évaluation dans une algebre - Polyndmes, degré et coefficient dominant, polynéme unitaire.

Opérations, degré d’une somme ou d’un produit. Mondmes, base canonique de K[T].
Evaluation d’un polynéme P € K|[T] en un élément o d’une K-algébre A, sous-ensemble K[a] de A.

2) Division euclidienne et dérivation - Rappels, polyndme constant, sous-espaces K,,[T], formule de Taylor.

3) Racines et multiplicité - Soient o € K et P non-nul dans K[T} Alors P(a)) = 0ssi T — « divise P.
La valuation de P en « est v4(P) := min{v € Ntq.P®™(a) # 0} = max{k € Ntq. (T — a)*P}.
Convention v, (0) = 400. Cas de v, (P + Q) et de v, (PQ).

Pour tout » > 1, pour tous ag, ..., o, deux-a-deux distincts, H(T — ak)”"k(P) divise P donc P posseéde au
k=1
plus deg(P) racines comptées avec multiplicités. Le produit H (T — a)”“(P) est fini et divise P.
ack
Cas de P € K,,[T] s’annulant en n + 1 points, identification des polyndmes et des fonctions polynomiales.

4) Polyndmes scindés - Cas des interpolateurs de Lagrange - Un polynéme non-constant P € K[T] est scindé sur

Ksi Z vo(P) = deg(P). Cas d’un polyndme scindé a racines simples.
acK
1= | Polyndmes mterpolateurs de Lagrange Lo, Ly, ..., L, (dans K, [ ]) associés a oy, ..., o, deux-a-deux dis-

tincts dans K, ZL etZalLl,restede laDE de P € K[T parH — ay) alaide de Ly, Ly, ..., Ly,.
=0 =0

n
Pour tous s, ..., ay,, développement H(T —ag)=T"+ Z(—l)kakT”_k, expression de o1, 03 et 0y,.
k=1
5) Théoreme fondamental de 1’algebre et irréductibles de C[T] et R[T] - Thm de d’ Alembert-Gauss (admis).
Si P € R[T] admet a € C \ R comme racine, P(@) = 0 et T2 — 2Re(a)T + |a|? divise P.
Irréductibles de C[T] et de R[T]. Formes factorisées de T" — 1, forme développée de H (T —w).
weln\{1}

II - Calcul matriciel

1) Espaces vectoriels et sous-espaces remarquables de matrices - Notations A = (a;;) € M,,(K), coefficients

A;j de A, lignes [;(A) et colonnes c;(A). Combinaisons linéaires et transposition. Matrices élémentaires E;;
de M,,,(K) (base canonique), identification M, 1 (K) et K" (base canonique (ey, ..., e,)). Matrices carrées,
coefs diag et trace, sous-espaces T% (K) et T¢ (K), D,,(K) (notation Diag(a, ..., @), Sn(K) et A, (K).

2) Produit matriciel - Algebre de matrices carrées - Produit AB € M,,(K) de A € M,,,(K) et B € M,,(K).
Disposition pratique qui permet de retenir que [;(AB) = [;(A)B et ¢;(AB) = Ac;(B).

Associativité, calcul de E;;Ey;, de AX (avec X € K?) comme CL des ¢;j(A), transposée et trace d’un produit.



Evaluation d’un polyndéme en une matrice. Notion de polyndme annulateur, cas des matrices nilpotentes.

Calcul de ( ; _41

Produit de matrices triangulaires supérieures, coefs diagonaux. CNS de nilpotence.

pour tout k > 0 (presque) sans calcul matriciel.

Matrices inversibles et inverse (unicité), ensemble GL,,(K) (stable par produit et transposition). Une matrice
inversible est simplifiable (donc ses colonnes sont linéairement indépendantes).

CNS d’inversibilité de D € D,,(K). Cas d’une matrice annulée par P € K[T] avec P(0) # 0, de I,, + N avec
N nilpotente. CNS d’inversibilité de A € T$ (K), forme de A~! dans ce cas.

Relation de similitude (notation A 3 B),P(A) 3 P(B) si P € K[T], inversibilité et inverse, trace invariante.

3) Calcul matriciel par blocs - Découpage (arbitraire) en blocs. CL et transposition d’éléments de My, -1y p,+p, (K).
Blocs diagonaux (carrés) de M € M, 1y, (K). Généralisations a plus de blocs, cas de A = (c1(A)]...|cp(A)).
Produit par blocs, cas de matrices triangulaires ou diagonales par blocs, CNS d’inversibilité et calcul d’inverse.

I, A
[= |Ex: Si A € M,(K), CNS d’inversibilité (et inverse) de ( X I )
n

On ne fera le chapitre suivant que lundi mais ce sont des révisions!

III - Systémes linéaires et équations matricielles

1) Noyau et image d’une matrice - Cas des matrices échelonnées réduites - Correspondance entre systeme et équa-
tion matricielle AX =Y d’inconnue X € K? (avec A € M,,,(K) et Y € K"). Image et noyau de A.
Notion de matrice éch. réd. (colonnes principales et secondaires), calcul de ker(R) et de Im(R).
Si r est le nombre de colonnes principales de R : R = 0 ssi r = 0, ker(R) = {0} ssi r = p, Im(R) = K" ssi
r=n,R € GL,(K)ssir=n=pssiR =1,.

2) Equivalence par lignes et algorithme de Gauss-Jordan - Définition de A ~ B (et alors ker(A) = ker(B)).

Deux matrices éch. réd. équivalentes par lignes sont égales. Matrices de transformation élémentaire (dilatation,
transvection, transposition). Effet de la multiplication a gauche par une telle matrice : opération élémentaire
sur les lignes. Gauss-Jordan appliqué a A € M,,,,(K) donne I'unique R € M,,,,(K) éch. réd. telle que A > R.

Définition du rang et des colonnes principales de A.

3) Variante de I’algorithme de Gauss-Jordan - Calcul d’inverse - Opérations élémentaires paralleles sur A et I,,.
Gauss-Jordan donne (A[I,) ~ (R|P) (avec P € GL,(K)) tels que PA = R.Rgs : Si A € GL,,(K),P = A~1;

T
Sir:=rg(A) <netsiP € M,,_,,(K) est formée des n — r dernieres lignes de P, Im(A) = ker(P).

4) Matrices équivalentes - Définition de A 3 B. Effet de 1a multiplication a droite par une matrice de transforma-

tion élémentaire : opération élémentaire sur les colonnes.

I
Def de I’équivalence A ~ B (ne pas confondre avec la similitude !) Notation J,, 5, , := r 0

) € M,,p(K).

Thm : 1) rg(AB) < min{rg(A),rg(B)} (cas de A, B carrées avec AB inversible);
2) La multiplication par une matrice inversible ne change pas le rang;

3) A € M;,,(K) estde rang r ssi A ~ Jp, .

On en déduit que A est inversible ssi elle est simplifiable et que rg(AT) = rg(A).



