
Lycée Saint-Louis PSI 2

Programme de colles - Semaine 4 (du 05/10 au 09/10)

Reprise du programme précédent - Leçon 3 : Intégration sur un intervalle quelconque - On garde :

☞ Taylor ; ☞ Γ(z) ; ☞ Dirichlet et Gauss ; ☞

∫ ∞

0

ln(t)

(1 + t)2
dt ; ☞

∫ π

0

dt

1 + sin(t)
dt et on ajoute

☞ Si f : R+ → K est C1 sur R+ et si f et f ′ sont intégrables sur R+ alors f(x) −→
x→+∞

0 (Exo 23).

Leçon 4 - Rappels et compléments de calcul algébrique

I - Calcul polynomial

1) Polynômes et évaluation dans une algèbre - Polynômes, degré et coefficient dominant, polynôme unitaire.
Opérations, degré d’une somme ou d’un produit. Monômes, base canonique de K[T].
Evaluation d’un polynôme P ∈ K[T] en un élément α d’une K-algèbre A, sous-ensemble K[α] de A.

2) Division euclidienne et dérivation - Rappels, polynôme constant, sous-espaces Kn[T], formule de Taylor.

3) Racines et multiplicité - Soient α ∈ K et P non-nul dans K[T]. Alors P(α) = 0 ssi T− α divise P.
La valuation de P en α est vα(P) := min{v ∈ N t.q. P(v)(α) ̸= 0} = max{k ∈ N t.q. (T − α)k|P}.
Convention vα(0) = +∞. Cas de vα(P + Q) et de vα(PQ).

Pour tout r ≥ 1, pour tous α1, ..., αr deux-à-deux distincts,
r∏

k=1

(T − αk)
vαk

(P) divise P donc P possède au

plus deg(P) racines comptées avec multiplicités. Le produit
∏
α∈K

(T− α)vα(P) est fini et divise P.

Cas de P ∈ Kn[T] s’annulant en n+ 1 points, identification des polynômes et des fonctions polynomiales.

4) Polynômes scindés - Cas des interpolateurs de Lagrange - Un polynôme non-constant P ∈ K[T] est scindé sur

K si
∑
α∈K

vα(P) = deg(P). Cas d’un polynôme scindé à racines simples.

☞ Polynômes interpolateurs de Lagrange L0,L1, ...,Ln (dans Kn[T]) associés à α0, ..., αn deux-à-deux dis-

tincts dans K,
n∑

i=0

Li et
n∑

i=0

αiLi, reste de la DE de P ∈ K[T] par
n∏

k=0

(T− αk) à l’aide de L0,L1, ...,Ln.

☞ Pour tous α1, ..., αn, développement
n∏

k=1

(T− αk) = Tn +

n∑
k=1

(−1)kσkT
n−k, expression de σ1, σ2 et σn.

5) Théorème fondamental de l’algèbre et irréductibles de C[T] et R[T] - Thm de d’Alembert-Gauss (admis).
Si P ∈ R[T] admet α ∈ C \ R comme racine, P(α) = 0 et T2 − 2Re(α)T + |α|2 divise P.
Irréductibles de C[T] et de R[T]. ☞ Formes factorisées de Tn − 1, forme développée de

∏
ω∈Un\{1}

(T− ω).

II - Calcul matriciel

1) Espaces vectoriels et sous-espaces remarquables de matrices - Notations A = (aij) ∈ Mnp(K), coefficients
Aij de A, lignes li(A) et colonnes cj(A). Combinaisons linéaires et transposition. Matrices élémentaires Eij

de Mnp(K) (base canonique), identification Mn,1(K) et Kn (base canonique (e1, ..., en)). Matrices carrées,
coefs diag et trace, sous-espaces Ts

n(K) et Ti
n(K), Dn(K) (notation Diag(α1, ..., αn)), Sn(K) et An(K).

2) Produit matriciel - Algèbre de matrices carrées - Produit AB ∈ Mnq(K) de A ∈ Mnp(K) et B ∈ Mpq(K).
Disposition pratique qui permet de retenir que li(AB) = li(A)B et cj(AB) = Acj(B).
Associativité, calcul de EijEkl, de AX (avec X ∈ Kp) comme CL des cj(A), transposée et trace d’un produit.
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Evaluation d’un polynôme en une matrice. Notion de polynôme annulateur, cas des matrices nilpotentes.

☞ Calcul de

(
1 −1

2 4

)k

pour tout k ≥ 0 (presque) sans calcul matriciel.

Produit de matrices triangulaires supérieures, coefs diagonaux. CNS de nilpotence.
Matrices inversibles et inverse (unicité), ensemble GLn(K) (stable par produit et transposition). Une matrice
inversible est simplifiable (donc ses colonnes sont linéairement indépendantes).
CNS d’inversibilité de D ∈ Dn(K). Cas d’une matrice annulée par P ∈ K[T] avec P(0) ̸= 0, de In + N avec
N nilpotente. ☞ CNS d’inversibilité de A ∈ Ts

n(K), forme de A−1 dans ce cas.
Relation de similitude (notation A ∼

S
B), P(A) ∼

S
P(B) si P ∈ K[T], inversibilité et inverse, trace invariante.

3) Calcul matriciel par blocs - Découpage (arbitraire) en blocs. CL et transposition d’éléments de Mn1+n2,p1+p2(K).
Blocs diagonaux (carrés) de M ∈ Mn1+n2(K). Généralisations à plus de blocs, cas de A = (c1(A)|...|cp(A)).
Produit par blocs, cas de matrices triangulaires ou diagonales par blocs, CNS d’inversibilité et calcul d’inverse.

☞ Ex : Si A ∈ Mn(K), CNS d’inversibilité (et inverse) de

(
In A

A In

)
.

On ne fera le chapitre suivant que lundi mais ce sont des révisions !

III - Systèmes linéaires et équations matricielles

1) Noyau et image d’une matrice - Cas des matrices échelonnées réduites - Correspondance entre système et équa-
tion matricielle AX = Y d’inconnue X ∈ Kp (avec A ∈ Mnp(K) et Y ∈ Kn). Image et noyau de A.
Notion de matrice éch. réd. (colonnes principales et secondaires), calcul de ker(R) et de Im(R).
Si r est le nombre de colonnes principales de R : R = 0 ssi r = 0, ker(R) = {0} ssi r = p, Im(R) = Kn ssi
r = n, R ∈ GLn(K) ssi r = n = p ssi R = In.

2) Equivalence par lignes et algorithme de Gauss-Jordan - Définition de A ∼
L
B (et alors ker(A) = ker(B)).

Deux matrices éch. réd. équivalentes par lignes sont égales. Matrices de transformation élémentaire (dilatation,
transvection, transposition). Effet de la multiplication à gauche par une telle matrice : opération élémentaire
sur les lignes. Gauss-Jordan appliqué à A ∈ Mnp(K) donne l’unique R ∈ Mnp(K) éch. réd. telle que A ∼

L
R.

Définition du rang et des colonnes principales de A.

3) Variante de l’algorithme de Gauss-Jordan - Calcul d’inverse - Opérations élémentaires parallèles sur A et In.
Gauss-Jordan donne (A|In) ∼

L
(R|P) (avec P ∈ GLn(K)) tels que PA = R. Rqs : Si A ∈ GLn(K), P = A−1 ;

Si r := rg(A) < n et si P̃ ∈ Mn−r,n(K) est formée des n− r dernières lignes de P, Im(A) = ker(P̃).

4) Matrices équivalentes - Définition de A ∼
C
B. Effet de la multiplication à droite par une matrice de transforma-

tion élémentaire : opération élémentaire sur les colonnes.

Def de l’équivalence A ∼ B (ne pas confondre avec la similitude !) Notation Jn,p,r :=

(
Ir 0

0 0

)
∈ Mnp(K).

Thm : 1) rg(AB) ≤ min{rg(A), rg(B)} (cas de A,B carrées avec AB inversible) ;
2) La multiplication par une matrice inversible ne change pas le rang ;
3) A ∈ Mnp(K) est de rang r ssi A ∼ Jn,p,r.
On en déduit que A est inversible ssi elle est simplifiable et que rg(AT) = rg(A).
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