Lycée Saint-Louis PSI2

Corrections d’exercices de la feuille 4 : Rappels et compléments de calcul algébrique

Exercice 1 (Formule de Vandermonde) : Soient p, g > 0 deux entiers. Avec Newton, on calcule directement

p+q
AT+ =Y (p N q) ™.
n=0 n

On peut aussi écrire que (1+T)PT? = (1+T)P(1+T)4, développer chaque facteurs avec Newton comme-ci-dessus
puis appliquer la formule du produit :

e (L0 (£ 0)7) - E(E062))

L’ égalité de deux polyndmes est I’égalité de leurs coefficients homologues donc on a bien, pour tout 0 < n < p+q,

(=2 )@

Exercice 3 : Dire qu'un polynéme P € C[T] posséde une racine multiple revient a dire qu’il existe « € C tel que
vo(P) > 2 donc a dire qu’il existe « € C tel que P(a) = P'(«) = 0. Soitn > 3 et a € C tels que

{Pn(a):(a—l)"—(a"—l):() e {(a—l)":a"—l

P/ (a) =n[(a—1)"t - 1] =0~ (a—1)"t=qgnt

Onadonca” —1=(a—1)"=(a—1)a" ! =a" —a" !donc (a —1)" 1 =a" 1 =1.

En passant au module, on en déduit que |a| = |a — 1| = 1 et on conclut géométriquement (faire un dessin) que
+im ..
a = e™3 . La condition a”~! = 1 force alors 6|n — 1.
. o im 2im im .
Réciproquement, s’il existe k > 1tel que n = 6k + 1, oncalculee3 — 1 =e3 = j (etonnote que e3 = —j52)

Pn(e%) — (6% _ 1)6k+1 o (eQikﬂ'-‘r%r _ 1) — e47§kﬂ'+% o e?ikﬂ'-ﬁ-%r +1= ] +]2 +1=0

P%(e?) — n[(a o 1)n—1 . an—l] — n[e4ik7r . eQz‘lm] =0

On peut conclure que P,, = (T —1)" — (T" — 1) posséde (au moins) une racine multiple si et seulement si 6|n — 1.

donc on a

2ik
Exercice 4 : Soit n > 2 un entier. On note wy, = exp <7r> pour tout 0 < k < n — 1. On a déja corrigé 1, 2.
n

n—1
3) a) Pourtout0 <k <n-—1l,ona(T+w,)"—1= H((T—i—wk) — wy) donc
1=0
n—1 n—1n—1
[T« +w)" =1 =[] T1(T = (@ —wk))-
k=0 k=0 1=0
n—1
Pourtout0 <k <n-—1,onaT" — (wp — 1)" = H(T — wy(wg — 1)) donc
1=0
n—1 n—1n—1 n—1n—1 n—1n—1
[T == = T [[(T—(wwr—aw)) = [T [T(T—(wrwi—wr)) = [T TT(T—(wrwi—wr))
k=0 k=0 =0 1=0 k=0 k=0 =0




b) Soit0 < k < n — 1. Pour toutw € Uy, on a (wpw)" = wiw™ = 1 donc "application U,, = Up;w — wyw
est bien définie. De la mé&me facon, I’application U,, — U,;w — w,;lw est bien définie car w,;l e U,. Ces
deux applications sont manifestement réciproques 1’'une de 1’autre donc la premiere est bijective. On peut
donc faire le changement d’indice w’ = wyw pour écrire que

n—1 n—1
[T = @ —wr)) = [T (T = (whw —wr) = J] (T = (' —wi) = [J(T = (@ —wi).
=0 wel, w'eln, =0
n—1 n—1n—1 n—1
Onadonc bien [[(T" — (wp — 1)) = [] (T — (@i = wi)) = [T +wp)" - 1).
k=0 k=0 =0 k=0

Exercice 6 : On considere le polynome P = T2 + 3T — 124, dont on note a1, az et a3 les racines complexes

1) Par définition,ona P = T3 + 3T — 12i = (T — oy )(T — a2)(T — 3) donc, d’apres les relations coefficients-
racines, on a
a1 t+ar+a3 =0, aras+ajaz+asas3 =3 et aasaz = 12i.

On calcule
(1 + as + a3)? = a2 + a2 + a3 + 2(ar109 + aras + asas)
pour en déduire, avec ce qui précede, que a% + a% + a% = —6.

2) On calcule la division euclidienne de T par P (avec la méthode de I’échelle comme en CM1) et on trouve
T® = (T? — 3)P + (12T + 9T — 36i).

Pour tout 1 < k£ < 3, on a donc az = 122’0% + 9« — 367 et, en sommant de £ = 1 a 3, on obtient, avec la
question précédente, af + a3 + o3 = 12i(af + a3 + a3) + 9(a1 + a2 + a3) — 108i = —180i.

Exercice 11 : Soit n > 2 un entier. On note
Zn = {A € M, (K) telle que, pour tout M € M,,(K), AM = MA}.

C’est le centre de M,,(K), i.e., ’ensemble des matrices A de M,,(K) qui commutent avec toutes les autres.

a) Soient Ay, Ay € Z,,. Alors, pour tout M € M, (K), pour tout A € K, on a

et
(A1A2)M = A1 (AsM) = (A1M)As = M(A1Ay),

ce qui prouve que Z, est stable par combinaison linéaire et par produit.
n n

b) Soit A = (a;5) € M,,(K) et 1 < i,j < n.Pour tout A = (ay;) € My(K), on peut écrire A = Z ZaklEkl
k=1 I=1
et on calcule

n n n n n
AEi;; =) > apBuEiy =Y ) anbiEr = apEy;
k=1 1=1 k=1 1=1 k=1

et
n

n n n n
EjA =) > auBiBu =Y Y andpEi =) a;Eq.

k=11=1 k=11=1 =1

¢) Il est clair que, pour tout M € M,,(K), pour tout A € K, (AL,)M = M(AI,) donc {Al,,, A € K} C Z,,.
Réciproquement, soit A € Z,,. Alors, pour tout 1 < ¢,5 < n, on a AE;; = E;;A et on utilise la question



précédente.

n
Les seuls coefficients potentiellement non-nuls de AE;; = Z ay;Ey; sont sur sa colonne j.
k=1
n

Les seuls coefficients potentiellement non-nuls de E;;A = Z a;iE; sont sur sa ligne 7.

=1
Puisque ces deux matrices sont égales, leur seul coefficient non-nul est a;; = aj; en position ¢, j.

En outre, pour tout 1 < k < n avec k # 1, ag; = 0 et tous les coefficients de la colonne ¢ de A sont nuls a
I’exception du coefficient diagonal. De méme, pour tout 1 <[ < navec ! # j, aj; = 0 et tous les coefficients
de laligne j de A sont nuls a I’exception du coefficient diagonal. Comme ¢, j sont quelconques, A est diagonale
et tous ses coefficients diagonaux sont égaux deux-a-deux, ce qui prouve que A € {\I,, A € K}.
Par double-inclusion, on a donc bien

Zn = { M, A € K}.

Exercice 18 (Matrices de rang 1) : Soit A € M,,,(K) une matrice.

a)

b)

Si C € M,, 1 (K) est une colonne non-nulle, ona 1 < rg(C) < min{n, 1} = 1donc rg(C) = 1.

SiL € My ,(K) est une ligne non-nulle, on a1 < rg(L) < min{1, p} = 1 donc rg(L) = 1.

On adonc rg(A) = rg(CL) < min{rg(C),rg(L)} = 1. En outre, il existe 1 < i < n tel que C; # 0 et il existe
1 <j <ptelqueL; # 0. Puisque A;; = C;L; # 0,ona A # 0 donc rg(A) > 1 etonabienrg(A) = 1.

Supposons réciproquement que rg(A) = 1. Alors il existe P € GL,,(K) et Q € GL,(K) telque A = PJ,, ,1Q.
En notant Cy = e; (premier vecteur de la base canonique de K" = M,, ; (K)) et Ly = (1,0, ...,0) € M, 1(K),
on a immédiatement J,, , 1 = CoLg et A = (PCp)(LoQ) = ¢1(P)I1(Q) et A est bien le produit d’une colonne
non-nulle par une ligne non-nulle.

Application. On suppose que A est carré de rang 1. D’apres ce qui précede, il existe une colonne non-nulle C
et une ligne non-nulle L (toutes les deux de taille n) telles que A = CL. On calcule alors A2 = (CL)(CL) =
C(LC)L.

Puisque le produit LC d’une ligne par une colonne est un scalaire, on peut écrire que A? = (CL)(CL) =
(LC)(CL) = (LC)A. En outre, on a tr(A) = tr(CL) = tr(LC) = (LC) car la trace d’une matrice carrée
de taille 1 est simplement son unique coefficient! On a ainsi A2 = tr(A)A et, par une récurrence immédiate,
A¥ = (tr(A))*~1 A pour tout k£ > 1. Ainsi, A est nilpotente si et seulement si tr(A) = 0.

0 1 2 n—1
1 0 1
Exercice 25 : Pour tout n > 2, on note D,, = det ((|7 — j|)1<i,j<n) = 2 1 e e 2
- 1
n—1 2 1 0
0 1 , ) . ) 0 1
1) OnaDy = 10 = —1. On notera qu’en faisant [y <— Iy — 1 puis ¢z <— ca—cj,onaaussi Dy = ) 5 |

Pour n = 3, on commence par faire 3 <— I3 — I3 puis Iy < lo — [1, suivi symétriquement de c3 <— c3 — ca puis
cg < c3 — 1, et on calcule, en développant enfin par rapport a la derniere colonne,

1 2 0 1 2 0 1 1
0O 1|{=(1 -1 -1|=|1 -2 0 |=
10 1 1 -1 1 0 =2

0 1

D:
3 1 -2

=2 —2Dy =6.

N = O




Pour tout n > 3, on procede pareillement en commengant par 1 -1 —-1 --- —1
faire l;, < I, — l;_1 pour k variant (en décroissant) de n a 2. D -1
On obtient ainsi (ci-contre) "
-1 -1
1 1 1 -1
0 1 1 1
1 -2 0 0
Symétriquement, on fait maintenant c; < cp — cx_1 pour k va-
. . . . D,={1 0
riant (en décroissant) de n a 2 et on obtient
1 =2 0
1 0 - 0 =2
On peut maintenant développer suivant la derniere colonne pour obtenir, en développant le premier terme par

rapport a la derniere ligne et en reconnaissant D,,_; dans le dernier terme,

1 -2 0 0
-2 0 0
1 0 . .o 0 . - .
D,=(-1)"" 1+ - 9 —2D, 1 = (=) (=)D ST | 2D, .
: .. —9
1 0 0o -2 0 0 02
1 0 0 0
~~ ordre n—2
ordre n—1
Ainsi, on a finalement D,, = —2D,,_; — (—2)"~2, ce qu’il fallait démontrer.

2) Pour tout n > 3, on a, par téléscopage et avec le calcul de Do,

n—3 n—3

D (2P Dk +2Dn 1) = D _[(=2)"Dps — (=2) ' Dy g_1] = Dy — (—2)" Dy = Dy + (-2)" 2.
k=0 k=0

Par ailleurs, d’aprés la question précédente, on a Dy, 4+ 2D,,_; = —(—2)"~2 pour tout n > 3 donc
n—3 n—3
Z(—Q)k(ank + 2Dy 1) = — z:(—z)q%2 =—(n—2)(-2)"".
k=0 k=0

On peut donc conclure que D, = —(—2)""2 — (n — 2)(—2)""2 = (1 — n)(—2)""2, ce qu’il fallait démontrer.

Si on doit faire le DS2 de samedi en distanciel, il faudra :

o Té¢lécharger et installer CamScanner sur votre téléphone (gratuit). N’attendez pas samedi pour le faire ni pour
voir comment 1’appli fonctionne !

e Récupérer le sujet du DS samedi matin a 8h00 sur cahier de prépa;

e Composer pendant 4h puis scanner votre travail avec CamScanner (il est possible de grouper les pages, ne
m’envoyez pas autant de .pdf que de pages a votre travail);

e Transférer ce scan sur cahier de prépa avant 12h1S5 (rubrique "transfert de documents" accessible via les icones
en haut du menu a gauche);

e M’apporter votre copie papier des que possible.



