Lycée Saint-Louis PSI2

Programme de colles - Semaine 5 (du 12/10 au 16/10)

Lecon 4 - Rappels et compléments de calcul algébrique

I - Calcul polynomial
Polynomes 1nterpolateurs de Lagrange Lg, Ly, ..., Ly (dans K,,[T]) associés a «, ..., v, deux-a-deux distincts

dans K, ZL etZale,reSte delaDE de P € K[T parH — ay) al’aide de Lo, Ly, ..., L.
=0 =0

n
Pour tous ay, ..., a,, développement H (T—ag)=T"+ Z O'an_k, expression de o1, 03 et oy,.
k=1
Formes factorisées de T™ — 1, forme développée de H (T - w).
weln\{1}

II - Calcul matriciel

I, A
Ex : Si A € M,,(K), CNS d’inversibilité (et inverse) de < AT > )

III - Systémes linéaires et équations matricielles

0 1 -1
Exercice corrigé : Onnote M = | —1 2 —1 |.Montrer que T? — 3T + 2 annule M.
1 -1 2
En raisonnant par analyse-synthese, déterminer D € D3(K) et Q € GL3(K) telles que M = QDQ 1.

IV - Calcul de déterminant

1) Généralités - Notion d’application g : M,,(K) — K n-linéaire alternée par rapport aux colonnes.
Si g est une telle application et si A € M,,(K) n’est pas inversible, g(A) = 0.
Rq : Une telle application est également antisymétrique par rapport aux colonnes.
Ex : Sin = 2 ou 3, approches géométrique et calculatoire : g uniquement déterminée par g(I,,).
Notations. Pour tout n. > 2, &,, = {0 : [1,n] = [1,n]} et, pour tout o € &,,, Ty = (8; 5(;)) € M (K) (on a
Ty T = Tyop). Cas des transpositions 7;;, matrices T;; (avec g(T;;) = —g(I,,) par antisymétrie)).
Tout o est composée de transpositions donc il existe (o) = %1 tel que g(T,) = e(0)g(1,).
n
Bilan : Si g : M,,(K) — K est n-linéaire alternée, si A = (a;;) alors g(A) = Z H o). | 9(I
o€Gy Jj=1
PropDef : Existence et unicité de det : M,,(K) — K n-linéaire alternée telle que det(I,,) = 1.

Thm : Pour tous A, B € M,,(K), det(AB) = det(A) det(B); CNS d’inversibilité de A et det(A~!).
Thm : Pour tout A € M,,(K), det(A™) = det(A).

2) Calcul de déterminant par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Effet sur le déterminant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

Cor: Si A = (a;;) € T3(K), det(A Ha“



3) Calcul de déterminant par développement suivant une ligne ou une colonne

PropDef : Mineurs A;;(A) d’une matrice A € M,,(K). Développement suivant une ligne ou une colonne.
A B

Cor:SiM = < 0 D ) € M, (n—p) (K), det(M) = det(A) det(D). = | Calcul de Vandermonde.

Programme un peu court du fait du blocage du lycée le jeudi!!



