Lycée Saint-Louis PSI2

Corrigé du DS2 (4 heures - 10/10/2026)

Exercice I - Calcul d’une intégrale elliptique

> dt
Soient 0 < a < b deux réels. Le but de cet exercice est de calculer / \/( .
0

t2 4+ a?)(t? + b?)

1 1 1
1) La fonction ¢t +— est continue sur R eton a ~ .
V(2 + a?)(t2 + %) totoo 2

V(2 + a?) (8% + b?)
dt

1 oo
est intégrable sur R et / existe.
V(2 +a2)(2 + b2) 0o (2 +a?)(t2+1b?)

On définit deux suites (a,) et (b,) en posant ag = a, by = b et, pour tout n > 0,

an +b
Apn+1 = anbn et bn+l == B n.

D’apreés Riemann, ¢ —

Pour tout n > 0, on pose également I, (qui existe d’apres la question 1).

B /00 dt
o VR E B

2) Montrons par récurrence que, pour toutn > 0,ona0 < a, < ant1 < byt < by. Par hypothese, 0 < ag < by.

b
Soit n > 0 et supposons que 0 < a,, < by,. Alors a,, < On + On

< b, et, puisque a,% < apb, < b?l, on a aussi

C . " . an+0b
an < Vapb, < b,. Linégalité arithmético-géométrique assure enfin que v/a,b, < n n

0 < an < ant1 < by < by, eton conclut selon le principe de récurrence.

. Ainsi, on a bien

Ainsi, la suite (a,,) est croissante et la suite (b,,) est décroissante. De plus, on en déduit que (a,,) est majorée

par by et que la suite (b, ) est minorée par ag. Ces deux suites sont donc convergentes et, en notant ¢, et ¢ leurs

.. . . . gzz + gb
limites respectives, on doit avoir

=Ly, i.e., by = {p.

On peut donc conclure que les suites (a;,) et (by,) sont adjacentes, et on note m leur limite commune.

1 o
Remarque. Pour tout ¢ € R, on a lim = et, d’apres 1, / ——— existe.
’ N G e
Cependant, une intégrale impropre est une limite d’intégrales sur un segment (et une intégrale sur un segment est

déja une limite d’intégrales de fonctions en escalier). Or on ne peut pas permuter deux passages a la limite sans
justification donc on ne peut pas affirmer sans précaution que

. . oe dt R dt > dt
lim I,, = lim = lim = 55
noo Tomooo o (24 a)(402) Joo o (B ad)(2+0E) Jo B Am
3) Soientn > 0Oett > 0.

a) En mettant au méme dénominateur puis en multipliant par la partie conjuguée, on a

1 1 (2 +m?)? — (2 + a2) (12 + b2)

VETR)E TR Crm T (@24 m) B+ @)@+ R+ m? o+ ad)(E 4 5]

D’une part, d’apres la question 2, ona a < a, < m < b, pour tout n > 0 donc

(22 +m?) /(B + )@ T R +m? + /(B + )& + 5] > 2 + ).



D’autre part, on calcule en développant (t24+m?)? — (2 4+a2) (2 +b2) = (2m? —a2 —b2)t? +(m* —a2b?).
L’inégalité triangulaire assure donc que

1 1 12m? — a2 — b2 [t2 + |m* — a2b2|
VB +a2) 2 +0b2)  tP+m? 2(t2 + a?)3
2 1 t2
b) Les fonctions ¢ — ———— ett — ———— sont continues sur R, etona —————= ~ — et

(t2+a2)3 (t2+a2)3 (t2+a2)3 t—oo t4
t*dt

1 D’ Ri 1 t 1 /OO — t/oo 7(% istent bi
apres iemann, les intégrales (S existent oien.
P & 0 (t2 + CL2)3 0 (t2 + a2)3

(t2 + a2)3 t—>oo t6
Par linéarité de I’intégrale et par inégalité triangulaire, on peut donc écrire
1 1

o t*+m? 0 \/(t2—|—a2)(t2+b2) t2 +m?

o2m? — a — b2 t2d¢ m - a2 b2
<
- (t2 + a?)3 (12 + aQ

Or, par définition de m, on a lim [2m? — a2 — b2| = lim |m* — a2b%| = 0 et on peut conclure par
n—oo n—oo

o dt 1 t\]1*
I, — S5 = | Arctan | — = —,
n—oo Jo t< + m2 m m 0 2m

dt

encadrement que

4) Soitn > 0.

1 b
a) La fonction ¢, : R% — R définie par ¢, (u) = 5 (u _n n) est rationnelle donc de classe C! sur

u

. e , 1 anbn, 1
son domaine de définition. Pour tout v > 0, on calcule ¢, (u) = 3 +— > B > ( donc ¢, est
u
strictement croissante sur I’intervalle R* . On calcule lim ¢,(u) = —occ et lim ¢, (u) = 400 donc,
u—0t uU——+00

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, ¢, : R} — R est bijective.

b) Soit u > 0. On calcule

1 anb, \ 2 1 a2 b? u? anbn \ 2
en(u)?+a,, = <u - "u”> +anbn = 5 (u2 + 2anb, + Zf) =7 (1 + Zf) = u’py, (u)?

4
et
1 anb > (an+b\> 1 [ 5  a2b? 9 .9 (u? 4 a2)(u? 4 b2)
On(u)?+b2,, = 4(u— ” >+ 5 =1 u+%+an+bn = Zu2 e
dt dt
¢) Puisque I'intégrale [,,;; = / existe, / existe
0242248 o\ J(2 a2 )+ 02)
dt

si et seulement si / existe. Or le changement de variable x = —t assure

o J(2 a2 )@+ b)
dx

qu’elle est de méme nature (et donc égale a) I’intégrale convergente I,, 1 =

/0 V@ +ad )@+

dt .
existe et vaut 2L, 1.

oo\/t2+a )(t2 462, )

Avec Chasles, on peut donc bien conclure que /



En faisant le changement de variable ¢ = ¢,,(u), on a donc

/ dt _ /°° P (u)du
o \/t2—|—a (242, )) 0 \/son u)? + a2 1) (n(u)? +b24)
o (u)du

- Jonw? + @ ) (eaw? +22,)

/ 2¢}, (u)du
= = 2:[77,'
\/gon 2(u? 4 a2)(u?+0b2)

On peut ainsi conclure que 1,1 = L.

. 7T L .
d) La suite (I,,) est constante et elle converge vers o Par unicité de la limite, on peut donc conclure que
m

s

0 :/0 V(E+a) (212 2m’

Exercice II - Une expression intégrale de la constante v d’Euler

1 1
0) La fonction t s ¢! ( ot t) est continue sur R cart — 1 — e~ ne s’annule pas sur RY..

—e

¢ 1 1 t—1+e 1 > 1 1
Onae? = 1—t+ —+o(t?)donc ——— —~ = ————— — et et ——]dt

t—0+ * 2 +olt?) l—et t t(l—et) tsot 2 /0 1—et ¢t
est faussement impropre en 0.
1 1
Ona lim e ‘= 0donce™ — > ~ e~ !intégrable en +oco et on peut conclure que I’ intégrale
t—+o00 1—et t ) z—+o0

> 1 1
/ et — — | dt existe.
0 ]. — eit t

Le but de cet exercice est de montrer que cette intégrale est égale a la constante v d’Euler dont on rappelle qu’elle
n

1
est la limite de la suite (a,,) définie, pour tout n > 1, par a,, = Z T~ In(n +1).
k=1

1) Soient 0 < a < b deux réels.
—t

e
a) La fonction ¢t —

est continue sur R* comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur
ot —t

ne s’annule pas. En reconnaissant un taux de variation, on a lim = —1 et la fonction ¢t —

t—0

est bien prolongeable en une fonction continue sur R .

b) Soit z > 0. Il résulte de la question précédente et du calcul de In(bz) — In(ax) que

br —t bz —t
/ edt—ln<b):/ <€—1>dt—>0
ax t a ax t t z—0+

bx e~ b
donc on abien/ —dt — In (>
ar T z—0t a
—at __ efbt

. e . . . . . .
¢) La fonction ¢ —» ————— est continue sur R’ comme quotient de fonctions continues dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas.

e~ — e7bt 1—at)—(1—=0bt)+o(t o0 gmat _ bt
Ona = ( )~ ( ) o) = (b—a)+ o(1) donc 1’intégrale/ —dt
t t—0 t t—0 0 t
est faussement impropre en 0.
e—at _ o—bt 1 — g~ (b—a)t e—at _ o—bt
Ona——— = %— = o(e)donct+ —————— estintégrable en +o0.
t t t—+-o00 t



2)

3)

4)

00 e—at . e—bt 00 6—at o 6_bt [e's) eat . e—bt
On peut donc conclure que —dt existe et que ——dt = lim —dt.
t t z—=0t J o t

Pour tout > 0, on calcule, avec les changements de variable ¢t = au et t = bv puis avec Chasles,

o0 efat _ efbt ] efat o) efbt
/ L T / dt—/ ©
. ¢ Lt Lt
00 Lu 00 =
= / du—/ —dv
ax U bx v
bxr —t
- / € at
ax t

oo at —bt
. ‘o L . —e b
D’apres la question précédente, on a donc, par unicité de la limite, / fdt =In <> .
0 a

Soit ¢ > 0 un réel. La série Z e~ ™ est géométrique de raison e~ €0, 1] donc elle converge et sa somme est

n>1
o0 eit
E e = 1ot La suite géométrique (e~"™') tend vers 0 pour la méme raison donc la série téléscopique
—_— ei
n=1

oo
g (e — e~ (") converge et sa somme est Z(e‘”t — e~ — o~ Par linéarité, on en déduit que
n>1 n=1

i ot efnt _ e*(nJrl)t eft eft L 1 1
e ™ — = —— =e¢ — .
t 1—et t l—et ¢t
n=1

&0 1
Pour tout n > 1, il est clair que / e~ ™dt existe et vaut —.
0 n

00 p—nt _ o—(n+1)t
D’apres la question 1, / —
0

. n—+1
existe est vaut In

). Par linéarité de la somme des séries
n

—nt _ o—(nt1)t

t

N oo —nt _ ,—(n+1)t N 1 N
—nt € e B n+1 B 1 B
nEZI/O <e _t>dt_ E <n—ln< - >>— E ﬁ—ln(n—l—l)—aN.

n=1

N oo
. _ € .
convergentes, on en déduit que, pour tout N > 1, E / (e n_ ) dt existe et que
0
n=1

S 0o e—nt — e
Par définition, on a donc v = E / S
n=170

() 1 1 0o X —nt _ ,—(n+1)t
[ (e Dae [ (e o),
0 1—e" t (R — t

Cependant, une intégrale impropre est une limite d’intégrales sur un segment (et une intégrale sur un segment

) dt et la question 2 assure que

est déja une limite d’intégrales de fonctions en escalier). Or on ne peut pas permuter deux passages a la limite
sans justification !

Soient ¢ > 0 un réel et n > 1 un entier

a) La fonction u — e~ est dérivable sur R et nt — (n + 1)t = —t donc, d’apres 1’égalité des accroissements
et _ o—(n+1)t et _ o—(nt1)t
finis, il existe ¢, €|nt, (n + 1)t[tel qu’on a — = —e e, — = e ctn,

b) On applique a présent 1’inégalité des accroissements finis a la méme fonction, sur le segment [nt, c; ,,].



Puisque 0 < ¢;, — nt < (n+ 1)t — nt = t, on obtient

et _ p—(nt1)t
e _ 2 - 00 | = ‘e_nt — e_ct="‘ < sup | — €_u|(Ct,n — Nt) < te™"™.

3 u€nt,ct n)

5) Soit N > 1 un entier.

a) Soitt > 0.Onabiensire!—1 > 0donc0 < T De plus, on a T < 1sietseulementsil+t < ef,

el — et —
nt —(n+1)t
. . 1 1s . . . i € e
ce qui est vrai par convexité de I’exponentielle. Par conséquent, puisque E e —————— est
n>1
absolument convergente par majoration par une série géométrique de raison e~ €]0, 1[ d’apres la question

précédente, on peut écrire que

o0 —nt __ ,—(n+1)t o0 te— (N+1)t te—Nt
Z —nt € € Z —nt € € —Nt
(& _— I < te = = < (& .
> - T 1=
n=N+1 : n=N+1 1 € € 1

X e —nt _ o= (n+1)t oo N —nt _ ,—(n+1)t
b) Rappelons que ay = Z/ (ent _ e:) dt — / Z <e”t B % "
n=1 0 0 n=1

Par linéarité de l’intégr:;le puis par inégalité triangulaire (deux fois), on a donc

[e%s) 1 1 0 o —nt __ —(n+1)t [e’s) 1
/ et ——— — =) dt —ax g/ D ¢ dtg/ e NE = —
0 1 — € t 0 t 0 N
n=N+1
. *® 1 1 . *® 1 1
Par encadrement, on adonc lim ay = / e — — | dt,ie,y= / e — — | dt.
N—oo 0 1—et t 0 1—et t

Exercice I1I - Bicommutant d’une matrice diagonale

Pour toute matrice A € M,,(K), on note K[A] I’ensemble {P(A), P € K[T]} des polynémes en A.
On définit le commutant de A comme 1’ensemble

C(A) ={B e M,(K)tq. AB=BA}

des matrices de M,,(K) qui commutent avec A. Puisque deux polyndmes en A commutent, on a K[A] C C(A).
On définit le bicommutant de A comme 1’ensemble

CC(A)= (] C(B)={M e M,(K) tq., pour tout B € C(A), BM = MB}
BeC(A)

des matrices qui commutent avec tous les éléments du commutant de A. Puisque A € C(A), onaCC(A) C C(A).

0) Soit A € M,,(K) une matrice quelconque.
a) Soit B € C(A). Puisque A% =1, on a bien stir A°’B = BA? et, par définition, AB = BA.
Soit k > 1 et supposons que A*B = BA¥. Alors A¥*'B = A¥(AB) = A*BA = (BA¥)A = BA**!eton
conclut selon le principe de récurrence que A*B = BA* pour tout & > 0.
oo
Soit maintenant P = Z ai TF un polyndme. Par bilinéarité du produit matriciel, on a

k=0 00 o)
P(A)B=> an(A*B) =) ar(BA*) = BP(A)
k=0 k=0

et P(A) € C(A). On en déduit I’inclusion K[A] C C(B).



b) On a donc bien K[A] C ﬂ C(B) =: CC(A) et on en déduit que K[A] C CC(A) C C(A).
BeC(A)
Dans toute la suite, on fixe une matrice diagonale D = Diag(ay, ..., a,) € M, (K).
Le but de cet exercice est de montrer que I’inclusion K[D] C CC(D) est une égalité.

1) Dans cette question, on suppose que o1, ..., &y, sont tous égaux, i.e., que D est une homothétie al,.
On rappelle que, pour tous 1 < 4, j < n, E;; désigne la matrice élémentaire d’indices 4, j de M,,(K) et on fixe
n
une matrice M = Z Z m;Ei; € CC(D).
i=1 j=1

a) Il est clair que toute matrice dans M,,(K) commute avec I’homothétie D = «l,, donc C(D) = M,,(K).
En particulier, pour tous 1 < k,l < n, Ej; est dans C(D) et, puisque M € CC(D), on a Ex;M = MEy;.
Rappelons que, pour tous 1 < A, p, v, p < n,onaEy,E,, = d,,E), et fixons 1 < k,I < n. Par bilinéarité
du produit matriciel, on calcule

n n n
ExyM = Z ZngEklEzg = Zmlek] et MEy = Z ZmijEz‘jEkl = ZmikEil
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

n

n
pour conclure que Z myiEg; = Z Mk Eig.
=1 '
b) Soient encore 1 < k, [ < n deux entiers.

Les seuls coefficients possiblement non-nuls de la matrice Eg;M = Z my;E; sont sur sa ligne k.

J=1
n

Les seuls coefficients possiblement non-nuls de la matrice MEy; = Z m;,E; sont sur sa colonne .
i=1
L’ égalité de ces deux matrices assure donc que :

e le seul coefficient possiblement non-nul de la ligne [ de M est son coefficient diagonal ;
e le seul coefficient possiblement non-nul de la colonne k& de M est son coefficient diagonal ;
® My = Mkk.
Puisque £, [ sont quelconques, on peut conclure que M est diagonale et que tous ses coefficients diagonaux
sont égaux, i.e., que M est une homothétie. On a donc montré que CC(D) C K.I,,.
Puisque D° = I,,, il est clair que K.I, C K[D] et on peut conclure avec I’inclusion K[D] C CC(D) que
K[D] = CC(D) = K.1,.
2) Dans cette question, on suppose que «, ..., &, sont deux-a-deux distincts. Soit B = (b;5) € C(D).

a) Soient 1 < i,j < n deux entiers. Par définition, puisque B € C(D), on a

n n
Otibij = ZDikbkj = (DB)U = (BD)U = Zbika]’ = bz‘jaj'
k=1
Par hypothése, si ¢ # j, on a o; # «; donc b;; = 0, ce qui prouve que B est diagonale.
b) Puisque ay, ..., a,, sont deux-a-deux distincts, on peut considérer les polyndmes interpolateurs de Lagrange
Ly, ..., L, associés. Ceux ci sont caractérisés par le fait que, pour tous 1 < 4,5 < m, onaL;(a;) = 6

donc, en posant P = Z b;;L;, on a bien P(a;) Z bjiLj(a;) = by pour tout 1 < i < n.
7j=1 7=1
¢) Rappelons que, d’apres la question 0, on a K[D] C CC(D) C C(D). On vient de montrer que C(D) C D,,(K)
et que, pour toute matrice B € C(D), il existe un polynéme P € K[T] tel que

B = Diag(P(a1), ..., P(ay,)) = P(Diag(a, ...,an)) = P(D).



Ainsi, C(D) est inclus dans K[D] et on conclut que K[D] = CC(D) = C(D).

3) Dans cette question, on suppose qu’il existe des entiers ny, ..., n,, > lavecn = Z ny, et des scalaires (1, ..., 5

k=1
Bllnl 0 - 0
I .
deux-a-deux distincts tels que D = 0 Baln,
: . ) 0
0 T 0 ﬁrlnr
Bii Bz - B,
.| Ban Ba . : N
a) Soit B = avec Bj; € My, 5, (K) pour tous 1 <4, j < 7.
e ‘ Br—l,r
BT71 e BT,T—I Brr

Par définition du produit par blocs, DB = BD si et seulement si 3;B;; = 5;B;; pour tous 1 <14, j <.
Par hypothese, 31, ..., 3, sont deux-a-deux distincts donc on peut conclure que B € C(D) si et seulement si
B;j = Opourtous 1 <i,j < raveci # j.

Mgy My - My,
M M :
b) Soit M = ‘21 2 € CC(D) avec M;; € My, 1, (K) pour tous 1 < 4,5 < 7.
. . . Mr—l,r
M'f’yl e MT7T71 Mrr
By 0 --- 0
r 0 B .. .
D’apres a, pour tout r-uplet (Byq,...,B,) € HMW (K), MetB = ‘ 2 com-
i=1 : .00
0 O BT'T
mutent, i.e.,
BuuMip -+ BiuiMy, M1By1 - MyBgy
Brerl o Brerr MrlBll e MrrBrr

Pour tous 1 < 4,5 < raveci # j, en prenant B;; = I,, et Bj; = 0, I’égalité B;M;; = M;;B;; des blocs
d’indices 7, j donne M;; = 0 donc M est diagonale par blocs. En outre, pour tout 1 < ¢ < n, pour tout
Bii € M,,,(K), on doit avoir B;;M;; = M;;B;;. On a montré dans la question 1 que ceci impliquait que M;;
était une homothétie, i.e., qu’il existait un scalaire \; tel que M;; = A\i1,,,.

On adapte alors la question 2 : puisque f1, ..., 3, sont deux-a-deux distincts, on peut introduire les poly-

-
ndmes interpolateurs de Lagrange L, ..., L, associés et poser P = Z A;L;. On a donc P(f;) = \; pour

j=1
toutl <i<ret
)\11n1 0 T 0 P(ﬁl)lm 0 e 0
S B _ro»
0 ce 0 XNlp, 0 e 0 P(ﬁr)lnr

On a donc I’inclusion CC(D) C K[D] et, d’apres la question 0, on a bien K[D] = CC(D).
4) Soient A1, Ay semblables dans M, (K) et Q dans GL,,(K) telle que Ay = QA; QL.
a) Soit By € M,(K) et montrons que QB;Q~! € C(As). Par définition, on a A1B; = BiA; donc, en



b)

multipliant & gauche par Q et a droite par Q 1,

QA1(Q'Q)BIQ ' = QBI(Q'QAIQ !, ie, A(QBIQ!) = (QB1Q M)Ay,

ce qui prouve que QB1Q~! € C(Ay). Ainsi, on a une application C(A;) — C(Asg) (bien) définie par
B — QBlQ_l et {QBlQ_l,Bl € C(Al)} C C(Ag)

Pour montrer I’inclusion réciproque, on doit montrer que 1’application précédente est surjective. Or, par sy-
métrie de la similitude, on a pareillement une application C(A2) — C(A;) (bien) définie par
By — Q !'ByQ. Ces deux applications sont manifestement réciproques I’une de I’autre, donc elles sont
bijectives. En particulier, la premigre est surjective et on a bien C(As) = {QB1Q !, B; € C(A1)}.

Soit My € CC(A1) et montrons que QM;Q ™! € CC(Ay), i.e., que (QM;Q 1By = B2(QM;1Q 1) pour
tout By € C(Ay), i.e., d’apres la question précédente, que (QM; Q1) (QB;1Q~!) = (QB:Q~H)(QM;Q ™)
pour tout By € C(Ay). Or, pour tout B; € C(A1), on a bien sir

QMQ H(QBIQ™Y) = Q(M;B)Q ' = Q(B:M)Q ! = (QB1Q 1) (QM Q).

Ainsi, on a une application CC(A1) — CC(Asz) (bien) définie par My — QM;Q~! et on en déduit I’inclu-
sion {QM;Q 1, M; € CC(A1)} C CC(Az). A nouveau, par symétrie de la similitude, on a pareillement une
application CC(Ay) — CC(A1) définie par My — Q= M5Q et ces deux applications sont réciproques 1’une
de I’autre, ce qui prouve la surjectivité de la premiere et le fait que CC(A2) = {QM;Q ™1, M; € CC(A4)}.
Supposons maintenant que K[A;] = CC(A1). La similitude est compatible avec I’évaluation des polyndmes
et donne la premiere égalité de

K[As] = {QP(A))Q™ L P e K[T]} = {QM;Q !, M; € CC(A1)} = CC(Ay),

ce qu’il fallait démontrer (et cette implication est évidemment une équivalence par symétrie de la similitude).

5) Dans cette question, D est une matrice diagonale quelconque.

a)

b)

Pour toute bijection o : [1,n] = [1, 7], on considere la matrice T = (; »(j)) € Mn(K).
Par définition du produit matriciel et du symbole de Kronecker, pour tous 1 < 4,7 < mn,ona

n

(TaflTO’)ij = Z(TO' 1 Zk Z 6@ o1 k)(sk a(j) = 5i,o*1(a(j)) = 5ij7
k=1

ce qui prouve que T;—1T, = L,,. En utilisant de plus la définition de D, on calcule pareillement

n

(T;'DT,)i; = ZZ o=1)ikDri(To)ij = Y (To=1)iker(To)ks

k=1 1=1 k=1

= Z% (k) OOk o () = D=1 (0 (1)) Yo (j) = 0ij0%(j):
k=1

ce qui prouve que T, DT, = Diag(ag (1), @ (2)s s Qo (n))-

D’apres le calcul précédent, une permutation quelconque des coefficients diagonaux de D définit une matrice
diagonale semblable a D. Si les coefficients diagonaux de D ne sont pas deux-a-deux distincts, on peut les
permuter de telle sorte que les coefficients égaux entre eux soient les uns a c6té des autres afin d’obtenir une
matrice D’ de la forme étudiée a la question 3.

On a montré dans cette question qu’on avait K[D'] = CC(D’) donc, d’apres la question 4, on a également

K[D] = CC(D)

Remarque. C’est plus généralement le cas de toute matrice diagonalisable!



