Lycée Saint-Louis PSI2

Lecon 6 : Réduction des matrices et des endomorphismes
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Avertissement. Rappelons qu’il existe un isomorphisme d’algebres ® : M, (K) = L£(K") associant canonique-
ment a tout A € M,,(K) I’endomorphisme @4 : K" — K".

Rappelons réciproquement qu’étant donné un K-espace vectoriel E de dimension finie (égale a n), le choix d’une
base B de E détermine un isomorphisme d’algebres Matp : L(E) — M,,(K).

Les notions qu’on définit dans cette lecon se déclinent toutes dans le contexte des matrices carrées et dans celui

des endomorphismes d’un espace vectoriel (de dimension finie le plus souvent). Il est parfois plus simple de les
introduire (ou de démontrer un résultat) dans un langage plutot que 1’autre et on laissera au lecteur le soin de
traduire quelques remarques et propositions dans sa seconde version.

Une nuance toutefois ! Une matrice A € M,,(R) peut également étre vue comme une matrice de M,,(C) car R € C
et bien des notions de cette lecon dépendent du corps de base.

I Eléments propres

I.1 Eléments propres d’un endomorphisme

Définition I.1 : Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E.
1) Un scalaire A € K est une valeur propre de f s’il existe un vecteur v # 0 dans E tel que f(v) = A\.v;

2) Un vecteur v € E est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A € Ksiv # Oetsi f(v) = \v;

3) Le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A € K est le sous-espace vectoriel de E défini par

Ex(f) =ker(f — AIg) = {v e Etel quef(v) = Av}.

On convient de poser E)(f) = {0} si A n’est pas une valeur propre de f.



Remarques 1.2 : 1) L’équation aux éléments propres de f est f(v) = A.v d’inconnues (A, v) € K x E.
Puisqu’un vecteur propre est non-nul par définition, il ne peut €tre associé qu’a une unique valeur propre.

2) X € K est une valeur propre si et seulement si f — Alg n’est pas injective.

3) OnaEy(f) = ker(f) (donc f est injective si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de f).
Pour tout A # 0, on a Ex(f) C Im(f).

4) Un vecteur v € E non-nul est un vecteur propre de f si et seulement si la droite K.v est stable par f.
Si A € K est une valeur propre de f, le sous-espace E)(f) est stable par f.L’endomorphisme induit fg, () est
I’homothétie Alg, ().

Exemples I.3: 1) Si f est 'homothétie Alg, A est la seule valeur propre de f et Ex(f) = E. On a montré
réciproquement que si tout vecteur non-nul v € E est un vecteur propre de f, alors f est une homothétie.

2) Si p est un projecteur (non-trivial, i.e., distinct de O et de Ig), seuls O et 1 sont valeurs propres. Les espaces
propres correspondant sont ker(p) et ker(p — Ig) = Im(p).

3) Si s est une symétrie (non-triviale, i.e., distinct de Ig et de —Ig), seuls 1 et —1 sont valeurs propres.

4) Notons E = C*°(R, K) et prenons pour f la dérivation. Pour tout A € K, une fonction i : R — K de classe
C* sur R est vecteur propre de la dérivation associée a la valeur propre A si et seulement si & est solution de
I’équation différentielle linéaire 3/ — Ay = 0. Les solutions de cette équation différentielle d’ordre 1 sont bien
connues et forment la droite engendrée par la fonction t — e,

Ainsi, tout \ € K est valeur propre de la dérivation et un vecteur propre associé est la fonction ¢ — e,

5) Notons E = K][T] et prenons pour f 1’application "multiplication par T". Par un argument de degré, il n’existe
aucun polynéme non-nul tel que P et TP sont colinéaires et la "multiplication par T" n’a ni valeur propre ni
vecteur propre.

Exercice 1.4 : Soient E un K-espace vectoriel et f, g : E — E deux endomorphismes de E qui commutent. Alors
les sous-espaces propres de f sont stables par g (et réciproquement).
I.2 Polynomes et éléments propres - Cas de la dimension finie

Proposition L.5 : Soient E un K-espace vectoriel, f : E — E un endomorphisme de E et v un vecteur propre de
f associé a la valeur propre A € K. Alors, pour tout polynéme P € K[T], on a

En particulier, si P est un polyndme annulateur de E, i.e., si P(f) = 0 dans £L(E), alors \ est racine de P.

Remarques 1.6 : 1) Avec les notations de la proposition, on a donc Ex(f) C Ep(x)(P(f)).

2) On rappelle que tout multiple d’un polynéme annulateur est également annulateur : un polynéme annulateur de
f peut donc avoir des racines qui ne sont pas valeur propre de f ! Par exemple, le polynéme T(T — 1)(T — 2)
annule un projecteur puisque ¢’est un multiple de T(T — 1) mais 2 n’est jamais valeur propre d’un projecteur.

Exemple 1.7 : Si f : E — E est nilpotente, f n’est pas injective et O est sa seule valeur propre !
A I’aide des interpolateurs de Lagrange, on déduit de L.5 le résultat fondamental suivant :

Proposition L.8 : Soient E un K-espace vectoriel, f : E — E un endomorphisme de E, » > 1 un entier et
A1, ..., A des valeurs propres deux-a-deux distinctes de f.

,
1) La somme Z Ey, (f) est directe.

i=1
2) Siwvy,...., v, sont des vecteurs propres de f associés a A1, ..., A, respectivement, la famille (v1, ...., v,.) est libre.



Remarque 1.9 : Le point 1 ci-dessus est encore vrai lorsque Ap, ..., A, des scalaires deux-a-deux distincts quel-
conques (avec la convention Ey (f) = {0} si A n’est pas valeur propre de f )!

Corollaire I.10 : Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E — E un endomorphisme de E. Alors
f possede au plus dim(E) valeurs propres deux-a-deux distinctes.

Définition I.11 : Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
Le spectre de f, qu’on note Sp(f) est I’ensemble (fini) des valeurs propres A € K de f.

Le corollaire précédent nous dit donc que Card(Sp(f)) < dim(E). Dans la méme veine :

Corollaire I.12 : Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Alors

Y dim(Ex(f)) < dim(E).

AESP(f)

1.3 Eléments propres d’une matrice

Dans tout ce paragraphe, on fixe un entier n > 1. Rappelons qu’a toute matrice carrée A € M, (K), on associe
I’endomorphisme @5 : K” — K" défini par X — AX. On calque les définitions du paragraphe §1.1 ci-dessous.
Définition .13 : Soit A € M,,(K) une matrice.

1) Un scalaire A € K est une valeur propre de A s’il existe une colonne X # 0 dans K" telle que AX = A\X;

2) Une colonne X € K" est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A € Ksi X # Oetsi AX = \.X;

3) Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A € K est le sous-espace vectoriel de K™ défini par

Ex(A) =ker(A — AI,) = {X € K" tel queAX = \X}.
On convient de poser Ex(A) = {0} si A n’est pas une valeur propre de A.

Remarques 1.14 : 1) L’équation aux éléments propres de A est AX = \.X d’inconnues (A, X) € K x K".
Puisqu’un vecteur propre est non-nul par définition, il ne peut €tre associé qu’a une unique valeur propre.

2) Toutes les remarques et les résultats du paragraphe précédent sont encore valables et on écrira les versions
matricielles de 1.5, 1.8 et 1.10.

Exemples I.15 : 1) Une matrice A € M,,(K) est diagonale si et seulement si la base canonique (ej)1<x<p de
K™ est formée de vecteurs propres. Dans ce cas, en notant A = Diag(a, ..., ay,), le vecteur ey est associé a la
valeur propre «.

0 1
2) Considérons la matrice A = ( 10 ) . Une colonne X = ( o ) € K2 non-nulle est un vecteur propre de
- Y

A siet seulement si AX = Y et X sont colinéaires, et c’est le cas si et seulement si 22 + y2 = 0. Ainsi,
—x
si K = R, A ne posséde aucun vecteur propre.

1

1

. 1 . .,
A contrario, si K = C, ( ) et < . ) sont deux vecteurs propres de A, respectivement associés aux
—1

valeurs propres i et —i de A.

01 0 0
0 0
3) Soit n > 2 et considérons la matrice circulante C = : o | € Ma(K).
0 0 0 1
10 0 0



En notant (e, ..., e,) la base canonique de K", on a Ce; = ¢, et, pour tout 2 < i < n,ona Ce; = ¢;_1.
La matrice C permute donc circulairement les vecteurs de la base (eq, ..., e,) et, pour tout 1 < ¢ < n, on a
C"e; = ey, ce qui prouve que C™ = L,,. Ainsi, T™ — 1 annule C et, d’apres L5, toutes les valeurs propres de C
sont dans K U,,.

1 w 1
w w? w
SiK = C, pour toutw € Uy, ona C : = : =w : donc w est valeur propre.
w2 w1 W2
wht 1 wht

D’apres 1.8.2, on obtient une base de C" formée de vecteurs propres de C.
Si K = R, on trouve pareillement un (si n est impair) ou deux (si n est pair) vecteurs propres, qui ne sauraient
donc former une base de R™ pour n > 3.

D’apres ce qui précede, I’ensemble des valeurs propres d’une matrice dépend du corps de base. C’est cohérent avec

.5 ot ’on avait vu que les valeurs propres étaient des racines de polyndmes (voir le prochain chapitre).

Proposition-Définition 1.16 : Soit A € M,,(K) une matrice. Le spectre (dans K) de A, qu’on note Spk(A) (ou

simplement Sp(A) si le corps de base n’est pas ambigu), est I’ensemble des valeurs propres A € Kde A. On a

Card(Spg(A)) <n et > dim(Er(A)) <n.
AESpg(A)
Proposition 1.17 : 1) Deux matrices transposées 1’'une de 1’autre ont méme spectre (dans K).

2) Deux matrices semblables ont méme spectre (dans K).

Exemples 1.18 (Suite de I.15) : 1) Le spectre de D € D,,(K) est I’ensemble de ses coefficients diagonaux.

_01 (1) ),on 2 Spg(A) = 0 et Spe(A) = {—i, i}.

3) Pour la matrice circulante C € M,,(K), on a Spr(C) = {1} (si n est impair) et Spr(C) = {—1,1} (si n est
pair), et Spc(C) = U,.

2) Pour la matrice A = (

Dans toute la suite de cette lecon, on fixe un entier n > 2 et un K-espace vectoriel E de dimension n.

I Polynome caractéristique

II.1 Polynéme caractéristique d’une matrice

Rappelons que K est infini et qu’on peut par conséquent identifier un polyndome P € K][T] et la fonction polyno-
miale P : K — K qui lui est associée.
Pour tout A = (a;;) € M, (K), la formule du déterminant assure que 1’application K — K définie par

A detM, — A) = > £(0) [[ o)A — o))
oceS, 7j=1
est polynomiale en A. On peut donc définir :

Proposition-Définition II.1 : Le polyndme caractéristique d’une matrice A € M, (K), noté y 4, est I'unique élé-
ment de K[T] tel que, pour tout A € K,

xA(A) = det(AL, — A).

En particulier, les valeurs propres de A (dans K) sont exactement les racines de ya (dans K).

4



Remarques I1.2 : 1) Une matrice et sa transposée ont le méme polynéme caractéristique.
2) Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

3) Avec d’Alembert-Gauss, toute matrice A € M,,(K) posseéde une valeur propre complexe.

a

b
Exemples IL3: 1) Si A = ( d > on a, pour tout A € K,
c

A—a b

— )2 _ _
e 4 =\ —(a+d)X+ (ad — bc)

xa(A) =

et on conclut que ya = T2 — tr(A)T + det(A).
n
2) Si A = (ai;) € T;(K) est triangulaire supérieure alors ya = H(T — a;;). En particulier, les valeurs propres
i=1
d’une matrice triangulaire supérieure sont ses coefficients diagonaux.

On a bien sir un énoncé analogue pour les matrices triangulaires inférieures et diagonales.
i AlB . . . ‘-
3) SoitM = ) une matrice triangulaire supérieure par blocs. Alors xa = XA XD-
On a bien siir un énoncé analogue pour les matrices triangulaires inférieures et diagonales par blocs.

Proposition IL.4 : Soit A € M,,(K) une matrice. Le polyndme caractéristique de A est unitaire de degré n.
Sous forme développée, il s’écrit

xa =T" —tr(A)T" 1 + ...+ (=1)" det(A).

Preuve. Notons A = (a;;) € M, (K) de sorte que xya = Z (o) H(éa(j),jT — aq(5),;) € K[T].

ceS, Jj=

=

Pour toute permutation o € &,,, on a

n

deg H((Sa(j),jT — Gq(j),;) | = Card{j € [1,n] t.q.o(j) = j}.

j=1
Pour o distincte de I'identité de [1,n], il y a au plus n — 2 points fixes donc deg H(éo(j)JT — o)) | Sn—2.

=1
Pour I’identité de 1, n], les relations coefficients-racines pour un polyndme scindé assurent que

H(T —aj;) = T" — tr(A)T" ! + termes de degré < n — 2.
j=1

Ainsi, o = T" — tr(A)T" ! + termes de degré < n — 2 et comme ya (0) = det(—A) = (—1)"det(A), on conclut. [

Remarque II.5 : Le théoreme des valeurs intermédiaires (ou la classification des polyndmes irréductibles de
R[T]) assure que toute matrice A € Ma,,+1(R) posséde une valeur propre réelle.

Proposition-Définition I1.6 : Soit A € M,,(K) une matrice et A € Spi(A), i.e., une racine de xa.
On note m ) la multiplicité de la valeur propre A en tant que racine de 4.

Ona Z m) < n avec égalité si et seulement si ya est scindé sur K.
AESpk(A)



Les relations coefficients-racines pour un polyndme scindé donnent immédiatement :

Corollaire IL.7 : Soit A € M,,(K) une matrice telle que xa est scindé sur K. Alors

tr(A)= > maX et det(A)= J[ ™.

AESPg (A) AESPR(A)

II.2 Polynéme caractéristique d’un endomorphisme en dimension finie

Si f est un endomorphisme de E (qui est de dimension n) et si B est une base de E, on a, pour tout A € K,
det(AIg — f) = det(A,, — Matg(f)),

et I’application K — K définie par A — det(A.Ig — f) est également polynomiale en A :

Proposition-Définition IL.8 : 1) Le polynome caractéristique d’'un endomorphisme f de E, noté x r, est 'unique
élément de K[T] tel que, pour tout A € K,

Xf(A) = det(Mg — f).
En particulier, les valeurs propres de f sont exactement les racines de s (dans K). De plus, on a
xp=T" —tr(f)T" '+ .+ (=1)" det(f).

2) Soit A € Sp(f), i.e., une racine de x ¢ (dans K). On note 1) la multiplicité de la valeur propre \ en tant que

racine de x . On a Z my < dim(E) avec égalité si et seulement si x 1 est scindé sur K, et dans ce cas,
AESP(f)

tr(f)= > mak et det(A)= J[ A™.

XESP(f) AESp(f)
Les remarques et les propositions de §1I.1 s’adaptent immédiatement. En outre, I1.3.3 donne :

Proposition IL.9 : Soient f un endomorphisme de E et F' un sous-espace vectoriel de E stable par f.
Alors le polynéme caractéristique x 7. de I’endomorphisme induit fr € L£(F) divise le polynome caractéristique
x ¢ de f dans K[T].

Puisqu’un sous-espace propre d’un endomorphisme est stable et que I’endomorphisme induit est une homothétie :

Corollaire I1.10 : Soit f un endomorphisme de E et A € Sp(f). Alors 1 < dim(Ex(f)) < m.
En particulier, si my = 1, on a dim(E)(f)) = 1 et le sous-espace propre associé a A est une droite.

II.3 Matrices compagnon et théoreme de Cayley-Hamilton

n—1
Proposition-Définition IL.11 : Soit (ag, a1, ...,a,—1) € K®. Onnote P = T" — Z a; " € K[T] et on appelle
k=0
0O 0 -+ 0 ag
1 0 - 0 al
matrice compagnon de P la matrice Mp = | 0 1 : : € M, (K).
. 0 Ap—2
0 1 an—1

0
Alors, d’une part, P annule Mp et, d’autre part, xn, = P.



Le profond théoréme de Cayley-Hamilton étend la proposition précédente :

Théoreme I1.12 (Cayley-Hamilton) : Soit f un endomorphisme de E (de dimension finie).
Alors le polyndme caractéristique x y annule f (et le polyndme caractéristique d’une matrice annule cette matrice.)

Preuve. Avec les notations de 1’énoncé, montrer que x s(f) = 0 revient a montrer que, pour tout v € E, x¢(f)(v) = 0.

On fixe donc un vecteur v € E. Siv = 0, il n’y rien & démontrer puisque x 7 (f)(0) = 0.

Si v est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A, on a xf(f)(v) = x(A).v = 0 d’apres L5.

Si v # 0 et si v n’est pas un vecteur propre de f, le sous-espace F,, = Vect(f*(v), k € N) est stable par f et de dimension
au moins 2. D’apres IL9, x .~ divise x s donc il existe Q € K[T] tel que xy = Qx/y, . En évaluant en f (puis en v), on
trouve

xs () = Q(F) o xse, (f)(v)

et il suffit de montrer que x s (f)(v) = Xfe, (fF,)(v) = 0.
On ne perd donc rien a supposer que E = F,,, ce qu’on fait dans toute la suite. Notons n = dim(E).

Montrons que la famille (v, f(v), ..., f*~!(v)) est libre, donc que c’est une base de E. On raisonne par I’absurde et on sup-
pose qu’il existe une CL nulle non-triviale de ces vecteurs, i.e., un polyndéme P € K,,_1[T] non-nul tel que P(f)(v) = 0.
Pour tout k& > n — 1, si on note X* = PQg + Ry (avec deg(Ry) < deg(P) < n — 1) la division euclidienne de
Xk par P, on a f¥(v) = Ry(f)(v) € Vect(v, f(v),...,f"2(v)) et E = F, = Vect(f*(v),k € N) est inclus dans
Vect (v, f(v), ..., f*~2(v)) qui est de dimension inférieure ou égale a n — 1. C’est contradictoire !

n—1

Puisque (v, f(v), ..., f*~1(v)) est une base de E, il existe des coefficients (ag, ..., a,_1) € K" tel que f™(v) = Z aif'(v).

i=0
n—1

En posant P = T" — Z a; T*, la matrice représentative de f dans cette base est la matrice compagnon Mp, donc y r=Pet
i=0

on conclut que x¢(f) = 0 avec IL11. O

III Diagonalisation en dimension finie

III.1 Diagonalisabilité d’'un endomorphisme
III.1.a Définition et propriétés élémentaires

Proposition-Définition III.1 : Soit f un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe une base B de E telle que Matp(f) est diagonale;
(ii) il existe une base B de E formée de vecteurs propres de f.

Si ces conditions sont satisfaites, on dit que f est diagonalisable.

Exemples II1.2 : 1) Une homothétie de E est diagonalisable puisqu’elle est diagonale dans toutes les bases !

2) Un projecteur p de E est diagonalisable puisqu’en prenant une base B de E adaptée a la décomposition

b 100) oir = rg()
.our=r .
0o g(p

3) Une symétrie s de E est diagonalisable puisqu’en prenant une base B de E adaptée a la décomposition

I :
0 IO ) ,ou r = dim(ker(p — Ig)).

4) Un endomorphisme nilpotent f de E est diagonalisable si et seulement si il est nul.

E = Im(p) @ ker(p), on trouve Matg(p) = (
E = ker(p — Ig) @ ker(p + Ig), on trouve Matg(s) =

Remarque IIL.3 : Si f est diagonalisable, son polyndme caractéristique doit étre scindé. Le cas d’un endomor-
phisme nilpotent non-nul assure cependant que cette condition n’est pas suffisante.
III.1.b Diagonalisabilité et sous-espaces propres

Théoreme I11.4 : Un endomorphisme f de E est diagonalisable si et seulement si E = @ EA(f).
AESP(f)



Rappelons qu’on sait déja que les sous-espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe. On a donc :

Corollaire ITL.5 : Un endomorphisme f de E est diagonalisable si et seulement si Z dim(Ex(f)) = dim(E).
AESP(f)

Compte-tenu de I1.10, on en déduit le critére purement numérique suivant :

Théoreme I11.6 : Soit f un endomorphisme de E.

Alors f est diagonalisable si et seulement si x s est scindé sur K et si, pour tout A € Sp(f), dim(Ex(f)) = ma.
En particulier, si x y est scindé a racines simples sur K alors f est diagonalisable

III.1.c Diagonalisabilité et polyndomes annulateurs

T
Soit f un endomorphisme de E diagonalisable. En notant Sp(f) = {a1,...,a;},ona E = @Eai(f) (avec
i=1

dim(E,, (f)) = mq, pour tout 1 < i < r) et, en choisissant une base B de E adaptée, on a

al:[mal (0)
MatB(f) = Tel
(0) arlin,,

Les régles du calcul matriciel par blocs assurent que, pour tout polyndme P € K[T], on a

P(al)lmal (O)
Matg(P(f)) = P(Matp(f)) = -
(0) P(ar)ln,,

T
En particulier, le polynéme Py = H(T —;) = H (T — X) est annulateur de f, et tout polyndme annulateur

=1 AESP(f)
est un multiple de Py (le polyndéme Py est donc I'unique polyndéme annulateur unitaire de degré minimal).

Remarque II1.7 : Notons Ly, ..., L, les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés a aq, ..., o, €t montrons

T '
que Li(f),...,L-(f) sont les projecteurs associés a la décomposition E = @ Eq, (f)etque f = Z a; Li(f)
i=1 i=1

T T T T
° CommeZLi =1 etZaiLi =T, onaZLi(f) =1Ig etZaiLi(f) =f
i=1 i=1 i=1 i=1
e Soient 1 <4,j < raveci # j. Comme Py divise L;L;, ona L;(f) o L;j(f) = L;(f) o Li(f) = 0.
T
Ainsi, Py divise Z L;Ly = L; — L? donc L;(f) — L;(f)? = 0 et L;(f) est bien un projecteur.
=

e Soit 1 < i < r.Comme Py et (T — a;)L; sont associés, on a (f — a;.Ig) o L;(f) = 0 et on en déduit que

Im(L;(f)) C ker(f—a;.Ig) = Eq, (f). Siv € Eq, (f), L5 assure réciproquement que L; () (v) = L;(a)v = v.

Le théoreéme suivant, dans la veine de ce qui précede, est sans doute le critere de diagonalisabilité le plus important :

Théoréme IIL.8 : Soit f un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est diagonalisable;

(i1) Le polyndme (scindé a racines simples) H (T — \) est annulateur de f;
AeSp(f)
(iii) il existe un polyndme scindé a racines simples dans K annulateur de f.



Preuve. On vient de voir I’implication (i)= (ii) et I’implication (ii)=-(iii) est triviale.
Supposons (iii) et fixons un polynéme @ € K[T] scindé a racines simples annulateur de f. Quitte a diviser Q par ¢d(Q), il

existe un entier s > 1 et des scalaires (31, ..., s deux-a-deux distincts (dans K) tel que Q = H (T — Bk)-

k=1
Comme Q annule f, L5 assure que Sp(f) C {51, ..., B }. En utilisant la convention E, (f) = {0} si A ¢ Sp(f), on sait avec

1.8.1 et 1.9 que les sommes Z Eg, (f) = Z E(f) sont directes. On va montrer qu’elles sont égales a E.

i=1 A€ESP(f)
On note Ly, ..., L les interpolateurs de Lagrange associés a 31, ..., 85 et on raisonne comme dans IIL7 :

e Soit 1 < i < s. Les polyndomes Q et (T — 3;)L; sont associés donc Im(L;(f)) C ker(f — 8;.Ig) = Eg, (f).

e Comme ZLi =1, onaZLi(f) =IgdoncE C iIm(Li(f)) C iE@(f)
i=1

i=1 i=1 i=1
Ainsi, on abien E = @ Ex(f) et on conclut que f est diagonalisable avec ITL4. O
A€Sp(f)

Corollaire IIL9 : Soient f un endomorphisme diagonalisable de E et F' un sous-espace de E stable par f. Alors
I’endomorphisme induit frp € L(F) est également diagonalisable.

Exemple II1.10 : Soient f, g deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. Alors E = @ Ex(9).

AESp(9)
Pour tout A € Sp(g), Ex(g) est stable par f et fg, (4 est diagonalisable. On peut donc choisir une base de Ej(g)

formée de vecteurs propres de fg, (y) (donc de f). Ces vecteurs sont évidemment des vecteurs propres de g.
En concaténant ces bases, on obtient une base B de E formée de vecteurs propres communs a f et a g et Matg(f)
et Matg(g) sont toutes les deux diagonales. On dit que f et g sont codiagonalisables (ou diagonalisables dans la

méme base). En particulier, f + g et f o g = g o f sont diagonalisables.

III.2 Diagonalisabilité et diagonalisation d’une matrice

Proposition-Définition ITL.11 : Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable (sur K) si elle est semblable & une
matrice diagonale D € D,,(K).

Remarques II1.12 : 1) Cette définition est compatible avec celle de la diagonalisabilité d’un endomorphisme via
le dictionnaire habituel et la correspondance entre similitude des matrices et formule de changement de base :

e SiA=PDP lavecD e D, (K) et P € GL,,(K), D représente ® 5 dans une base (non-canonique) de K" ;

e Si f est un endomorphisme de E et si B, est une base de E formée de vecteurs propres de E alors, pour
toute base B de E, Matg(f) est diagonalisable puisque Matg(f) = Pp_,p, Matg,, (f )PgLBpT.

2) A € M,,(K) est diagonalisable si et seulement si AT I’est. Dans ce cas, A et AT sont semblables.
3) Si A est une matrice diagonalisable sur K, son polynéme caractéristique doit étre scindé sur K. Par conséquent,
la diagonalisabilité d’une matrice dépend du corps de base !

On regroupe, sous forme matricielle, les différents criteres de diagonalisabilité :

Théoréme II1.13 : Soit A € M,,(K) une matrice. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est diagonalisable sur K

(i) K" = @ Ex(A) (ou, de maniere équivalente, Z dim(Ex(A)) =n);

AESPg (A) AESPg (A)

(iil) xa est scindé sur K et, pour tout A € Spg (A), dim(Ex(A)) = my;

(iv) A est annulé par le polyndme (scindé€ a racines simples sur K) H (T—N);

AESPK (A)
(v) Il existe un polyndme scindé a racines simples sur K qui annule A

En particulier, si y a est scindé a racines simples sur K alors A est diagonalisable sur K.



A|B
Remarque II1.14 : Si M = T‘?) est diagonalisable, les blocs A et D le sont également.

On a bien siir un résultat analogue pour les matrices triangulaires inférieures (resp. diagonales) par blocs.

1 a b c 1 a b ¢

Exercice IIL15: 1) Soient A= | © 2 ¢ ¢ {ap=| 1 9 ¢ | qans (k).
00 2 f 00 2 f
000 2 000 2

Donner une CNS sur les scalaires a, b, ¢, d, e, f pour que A (resp. B) soit diagonalisable.

2) Soit A € M,,(C) une matrice inversible telle que A? est diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable.

Diagonalisation effective. Soit A € M, (K) une matrice diagonalisable. Il existe alors une matrice diagonale
D = Diag(az, ..., a,) € D,(K) et une matrice inversible P € GL, (K) telle que A = PDP~!, j.e., AP = PD.
Pour tout 1 < 5 < n, on a alors

Acj(P) = ¢j(AP) = ¢;(PD) = Pc¢;(D) = a;c;(P).
En d’autres termes, c;(P) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre ;. Si une matrice A (de petite

taille) ne possede pas de structure particuliere permettant de raisonner moins brutalement, on pourra donc :

e déterminer le spectre de A en calculant son polyndme caractéristique et en déterminant ses racines;

e pour tout A € Sp(A), calculer Ey(A) = ker(A — A.I,,) (avec Gauss-Jordan si besoin).

On vérifie alors le critere (iii) du théoreme IIL.9 pour établir la diagonalisabilité de A dans K et, en concaténant
des bases des sous-espaces propres de A, on obtient une matrice P inversible qui diagonalise A.

21 1
Exemples I11.16 : 1) Considérons lamatrice A= | 0 0 -2
01 3
e Pour tout A € K, on calcule
A—2 -1 -1 \ 9
xaN=| 0 X 2 |=\=-2 P A=2N=3A+2)=A-1)(A—-2)
0 -1 A—-3
et on en déduit que Sp(A) = {1, 2}.
1 1 1 1 0 -1 1
e OnaA—1I3= 0 -1 =2 > 01 2 donc ker(A —I3) =K | -2
0 0 O 1
1 0
OnaA —2I3 = —2 | doncker(A—2I3)=K| 0 |aK| -1
0 1

Puisque dim(E; (A ) = letque dim(E3(A)) = my = 2, A est diagonalisable.

1 1 0
EnnotantP=| —2 0 —1 | etD = Diag(1,2,2), les colonnes de P forment une base de K* donc P est

1 0 1
inversible, et on a A = PDP~! par construction.

0 0 4
2) Considérons a présent lamatrice B=| 1 0 -8
01 5
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¢ On reconnait une matrice compagnon donc on obtient sans calcul xg = T% —5T? +8T —4. On remarque que
1 est racine et on calcule la factorisation yp = T3 —5T? 48T —4 = (T—1)(T?-4T+4) = (T—1)(T-2)?
pour conclure que Sp(A) = {1, 2}.

-1 0 4
e Onarg(B—1I3) =rg 1 -1 =8 | >2doncdim(E{(B)) =1
0 1 4
-2 0 4
Onarg(B—2I3) =rg 1 -2 -8 | >2doncdim(Ez(A)) = 1.
0 1 3

On conclut donc que B n’est pas diagonalisable.
Ainsi, les matrices A et B (dont les polynomes caractéristiques sont les mémes) ne sont pas semblables.

IV Trigonalisation en dimension finie

Proposition-Définition IV.1 : Soit f un endomorphisme de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe une base B de E telle que Matg( f) est triangulaire supérieure ;

(ii) il existe une suite strictement croissante {0} C Fq1 C Fa C ... C Fgimm)—1 C E de sous-espaces de E (on a
donc dim(Fy) = & pour tout 0 < k < dim(E)) qui sont tous stables par f.

Si ces conditions sont satisfaites, on dit que f est trigonalisable.

Exemple IV.2 : Soit f un endomorphisme de E nilpotent tel que n = min{k > 1 tel que f* = 0}. Puisque
71 # 0, on peut trouver un vecteur v € E tel que f"~1(v) # 0 et on montre que ("1 (v), f*2(v), ..., f(v),v)
est libre donc que c’est une base B de E. On en déduit que f est trigonalisable puisque

o1 0 -0
0 0

Matgp(f) =
0 0 0 1
00 -+ 0 0

Définition IV.3 : Une matrice A € M,,(K) est trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire
supérieure.

Remarques IV.4 : 1) A nouveau, cette définition est compatible avec celle de la trigonalisabilité d’un endomor-
phisme via le dictionnaire habituel et la correspondance entre similitude des matrices et formule de changement
de base :

e SiA=PTP !avecT € T$(K) et P € GL,(K), T représente ®, dans une base (non-canonique) de K" ;
e Si f est un endomorphisme de E et si By, est une base de E qui trigonalise f alors, pour toute base B de E,
Matg(f) est trigonalisable puisque Matg(f) = Pp_,p,, Matg,, (f)P1§1—>Bw~
2) Si f € L(E) etsi B = (vy,...,vy) est une base de E telle que Matg(f) est triangulaire supérieure alors, en
notant B’ = (v, vp,_1, ..., v1), Matp/ (f) est triangulaire inférieure (mais ce n’est pas Matg(f)*!)
De maniére analogue, si A € M, (K) est semblable a une matrice triangulaire supérieure, elle est également

semblable a une matrice triangulaire inférieure.

3) Si f € L(E) (resp. A € M,,(K)) est trigonalisable alors son polyndme caractéristique est scindé.
Par conséquent, la trigonalisabilité de A € M,,(K) dépend du corps de base.

Théoréme IV.5 : Un endomorphisme f € L(E) (resp. une matrice A € M,,(K)) est trigonalisable si et seulement
si son polyndme caractéristique est scindé sur K.
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Preuve. On a donné le sens direct a la remarque précédente.

Réciproquement, soit f € L(E) et supposons que X s est scindé sur K. Choisissons une racine a; € K de xy, i.e., une valeur
propre de f et un vecteur propre v; € E associé a cette valeur propre. On compléte alors en une base B = (v1, ...,v,) de E
et la matrice représentative de f dans la base B est de la forme

/
Matg(f) = (%‘%) avec L' e My, 1(K)etA € M,_;(K).

Sin = 2, 1a matrice Matg( f) est donc triangulaire supérieure, ce qu’il fallait démontrer.

Soit n > 3 et supposons que le théoreéme est vrai en dimension n — 1. On sait alors que x5 = XMatg(f) = (T — a1)xa- et,
puisque xa- divise x y scindé, x s est lui-méme scindé. D’apres 1’hypothese de récurrence, il existe une matrice inversible
P’ € GL,_1(K) et une matrice triangulaire T € T%_, (K) telle que A’ = P'T'P’~ 1.

110
0P
que Pp_,p- = P! (pour tout 2 < j < n, on note v;- le vecteur de coordonnées cj(P_l) dans la base B). D’apres la formule
de changement de base, on a

- S a | U ap | L'P
Matg (f) = PrrgMatg(f)Pgl 5 = P~ (T‘T> ' < 0| T

et f est bien trigonalisable. On peut donc conclure selon le principe de récurrence. 0

Posons P = ( ) € M,,(K). Alors P est inversible car P’ I'est et il existe une base B" = (vy, v}, ...,v],) de E telle

Corollaire IV.6 : Si f € L(E) (resp. A € M,,(K)) est nilpotent, alors f (resp. A) est trigonalisable (sur K).

Corollaire IV.7 : Si f € L(E) est trigonalisable et si F est un sous-espace de E stable par f, alors I’endomor-
phisme induit fr est trigonalisable.

AlB
Corollaire IV.8 : La matrice M = (ﬁ) est trigonalisable si et seulement si A et D le sont.

Corollaire IV.9 : Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie (resp. toute matrice a coeffi-
cients dans C) est trigonalisable.

Exemple IV.10 : Considérons de nouveau la matrice B de II1.16.2. On a xg = (T — 1)(T — 2)? donc B est

4 2
trigonalisable dans R. On calcule E1(B) =R | —4 |etEe(B) =R | -3 | et, puisque dim(E2(B)) < ma,
1 1
2 —1
on résout I’équation (B — 2I3)X = | —3 | dont 1 est une solution particuliere.
1
4 2 | -1 1 00
NotonsP=| —4| -3 1 de sorte que BP = ( c1(P) ‘ 2¢2(P) ‘ c2(P) + 2¢3(P) ) =Pl 0 2 1
1 1 0 0 0 2

S N O
N = O

1
En vérifiant que P est inversible, on a bien montré que B était semblable a | 0
0

Remarque IV.11 : Aucune technique spécifique de trigonalisation n’est au programme et un énoncé d’exercice
devra (le plus souvent) proposer une indication ou une matrice triangulaire T a laquelle la matrice A a trigonaliser
est semblable (il y en a une infinité lorsque A n’est pas diagonalisable).

Le cas de IV.10 est cependant typique et il est toujours possible de trouver une matrice diagonale D et une matrice
nilpotente N telles que D et N commutent et telle que A est semblable a D + N.
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