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Exercice I - Déterminant de Cauchy

Soient n > 2 un entier et (aq, ..., ay), (b1, ..., by) deux n-uplets de complexes tels que, pour tous 1 < 7,5 < n,

1
a; + bj # 0. On note Dy, (a1, ..., an, b1, ..., by) le déterminant de la matrice ( ) € M, (C).
ai +b5 /) 1<ij<n

IT (a5 —a)(®;—b)

1<i<j<n

H (a; + bj)

1<i,j<n

Le but de I’exercice est de montrer que Dy, (a1, ..., Gy, b1, ..., by) =

1) Calculer Do (a1, ag, by, ba) et vérifier que le résultat est vrai si n = 2.
2) Justifier que Dy, (a1, ..., an, b1, ..., b,) = 08’il existe 1 <1 < j < ntels que a; = a;j ou b; = b;.

On suppose dans la suite que n > 3 et que, pour tous 1 < ¢ < j < n, a; # aj et b; # b;.
Onnote 2 = C\ {—by, ..., —by} et, pour tout A € ©, on note F(\) = Dy, (a1, ...,an—1, A, b1, ..., by).

3) Montrer qu’il existe (p1, ..., tn) € C™ tel que, pour tout A € 2, F(\) = 5 Iijbf
=1 /
A()\ — al)...(/\ — an_l)
A+0b1)...(A+bp)
bn — b;
ai+bn’

4) Montrer qu’il existe A € C tel que, pour tout A € Q, F(\) =

n—1
5) En multipliant par A + b,, puis en évaluant en —b,,, montrer que A = p, H
i=1

6) Conclure le calcul du déterminant de Cauchy.

Exercice II - Représentation matricielle d’un endomorphisme annulé par le polynome T3 4 T.

Dans cet exercice, E est un R-espace vectoriel de dimension finie et f est un endomorphisme non-nul de E tel que

0 -1
2+ f = 0.On note J la matrice ( ) )

0
0 1 1
1) Un exemple. Dans cette question, f est1’endomorphisme de R? canoniquementassociéa A = | —1 1 0
-1 0 -1

a) Vérifier que A3 + A = 0.
b) Déterminer ker(A) et Im(A), puis montrer que R? = Im(A) @ ker(A).

¢) Montrer que A est semblable a ( g 8 ) .

2) Montrer que E = Im(f) @ ker(f).
3) a) Soit v # 0 un vecteur de Im(f). Montrer que (v, f(v)) est libre.
b) Soit m > 1 un entier et vy, ..., Up,, U1 des vecteurs de Im(f) tels que (v1, f(v1), -y Vs f(Um), Um+1)
est libre. Montrer que la famille (v1, f(v1), ..., Ur, f(Vm), Um+1, f(vm+1)) est encore libre.

¢) Conclure qu’il existe des vecteurs vy, ..., v, tels que (v, f(v1), ..., Uy, f(vr), vp41) est une base de Im( f).

J o -0
iy - 0
4) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Matg(f) =
; J 0
0 0 0



Exercice III - Représentation matricielle d’un endomorphisme nilpotent

Dans cet exercice, f est un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. Son indice de
nilpotence est ¢ = min{k > 1tel que f¥ = 0} (et on définit de maniére analogue I’indice de nilpotence d’une
matrice).

T
On se propose de montrer qu’il existe » > 1 des entiers ¢ = p; > ... > p, > 1 avec Z pr = dim(E) et une base

k=1
B de E telle que
01 0 0
N, O 0
0 N 00 1 "
Matg(f) = bz o, pour toutp > 1, N, = | : oo | MK
: . 0 : . .
0 0 1
N
0 0 N 0 0 0 0

On notera que, pour tout p > 1, I’indice de nilpotence de N, est égal a p.

,
0) Exemples en dimension 4. Déterminer les 5 familles d’entiers p; > ... > p, > 1 telles que Z pr = 4 et

k=1
N, 0O -~ 0
. T : Np,
expliciter (sans blocs ni pointillés) les matrices correspondantes.
: . .0
0 -+ 0 N,

Donner le rang et I’indice de nilpotence de chacune de ces matrices.
1) Justifier que le résultat annoncé est vrai si f = 0 (on donnera la famille py > ... > p, correspondante).
Que peut-on dire si dim(E) = 1?
On suppose dans la suite de cette partie que f # 0. On a donc ¢ > 2 et on peut choisir v € E tel que f49~1(v) # 0.

2) a) Montrer que la famille (f9~1(v), f972(v), ..., f(v), v) est libre et en déduire que ¢ < dim(E).
b) On note F,, le sous-espace Vect(f9~1(v), f4=2(v), ..., f(v),v). Montrer que F,, est stable par f et écrire la
matrice représentative de 1’endomorphisme induit fr, dans la base B, = (f?1(v), f72(v), ..., f(v), v).
¢) Justifier que le résultat annoncé est vrai si ¢ = dim(E). Que peut-on dire si dim(E) = 27?
On suppose dans la suite que dim(E) > 3, que ¢ < dim(E) et que le résultat annoncé est vrai pour tout K-espace
vectoriel E’ de dimension strictement inférieure a dim(E) et pour tout endomorphisme nilpotent f/ de E’.

3) a) A 'aide du théoréme de la base incomplete, justifier qu’il existe une forme linéaire ¢ : E — K telle que
o(f71(v)) = 1 et telle que, pour tout 0 < k < ¢ — 2, o(f*(v)) = 0.
b) Soient 0 < 7,5 < q— 1 des entiers. Justifier que po f* : E — K est linéaire et calculer (¢ o f*)(f7771(v)).
4) Onnote ® : E — K9 I’application définie par ®(w) = (¢(w), (o f)(w), ..., (po f71)(w)) pour tout w € E.
a) Justifier que ® est linéaire et surjective et, en notant G, = ker(®), montrer que E = F,, & G,,.

b) Montrer que G, est stable par f et que I’endomorphisme induit f, est nilpotent, d’indice de nilpotence ¢’
inférieur ou égal a q.
T
5) Conclure qu’il existe des entiers ¢ = p; > p2 > ... > p, > 1 avec Z pr = dim(E) et une base B de E tels
k=1
que Mp(f) est de la forme annoncée.

On peut donc conclure selon le principe de récurrence que le résultat est vrai en dimension finie quelconque.



