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PSI 2

Exercice I - Déterminant de Cauchy

Soient n > 2 un entier et (aq, ..., ay), (b1, ..., by) deux n-uplets de complexes tels que, pour tous 1 < 7,5 < n,
a; + b; # 0. On note
1 1 1
ai+bi a1+bs a1+bn
1 1 1
Dp(a1, ..., an, by, o by) = | “2T00 2t @2tbn
1 1 o 1
an-+b1 an—+ba an+bn
11 (a5 —a)(®;—b)
, . 1<i<j<n
Le but de I’exercice est de montrer que Dy, (ay, ..., an, b1, ..., by) =
H (a; + bj)
1<ij<n
1) On calcule
1 1
1 1 1 1

DQ(alv az, b17 b2)

al—ll-bl al—ll-bg

a1+bla2+b2_a1+b2a2+bl

az + by

az + by

(a1 + b2)(ag + b1) — (a1 + b1)(az + b2)

(a1 4 b1)(a1 + b2)(az + b1)(ag + b2)
a1b1 + a2b2 — albg — a2b1
(a1 4 b1) (a1 + b2)(az + b1)(az + ba)
(a2 — a1)(b2 — b1)
(a1 4 b1) (a1 + b2)(az + b1)(az + ba)

pour conclure que le résultat a démontrer est bien vrai au rang n = 2.
2) Siilexiste 1 < i < j < n tels que a; = aj, les lignes [; et [; du déterminant de Cauchy sont égales donc on a
ey b)) = 0.
S’il existe 1 <7 < j < n tels que b; = bj, les colonnes c; et ¢; du déterminant de Cauchy sont égales donc on
. bp) = 0.
y YN

bien Dy, (a1, ..., an, b1,

abien D, (ay, ..., an, b1, ..

On suppose dans la suite que n > 3 et que, pour tous 1 < ¢ < j < n, a; # aj et b; # b;.

Onnote 2 = C\ {—by, ..., —by} et, pour tout A € Q, on note F(\) = Dy, (a1,...,an—1, A, b1,...,b,), Le.,

1 1 1 1

a1+b1 a1+bs a1+bn_1 a1+bn
1 1 1 1

az+b1 az+b2 a2+bn_1 az+bn
F(A) = : : : :
1 1 1 1

an—1+b1  an—1+b2 An—1+bp—1  an—1+bn
_1 _1 _ 1 _1
)\"Fbl >\+b2 >\+bn—1 A"l‘bn

3) Remarquons que, pour tout 1 < j < n, le mineur d’indice (n, j) du déterminant précédent est

Apj

=Dy-1(a, ..., an—1,b1, ...

7bj*17 bj+17

+bn).

n
On pose alors i = (—1)"TJA,, ; et, en développant par rapport a la derniere ligne, F(\) = Z
j=1

1

Ky
)\—i-bj.



4) En mettant au méme dénominateur, on obtient, pour tout A € €2,

& avec ZMJH/\—H)

H(/\ + bJ) z;éj
j=1

En particulier, P est polynomiale de degré inférieur ou égal & n — 1 (comme combinaison linéaire de fonction
qui le sont). Pourtout 1 <7 <n—1,0ona

F(A)

F(CLZ) = Dn(al, ceey Ap—1, A4, bl, bn) =0

d’apres la question 2 et ay, ..., a,—1 sont racines (deux-a-deux distinctes) de P. Ainsi, P est de degré n — 1 (ou

nul) et en notant A son coefficient dominant (ou 0), ona P(A\) = A H — a;). On a donc bien

A()\ — al)()\ — an,l)
A+ 01)o (N + by)

F()\) =

AN —ay) (A — an_
5) On multiplie I’égalité F()\) = K ARz a).( = an-))

= ar A + b,, : on obtient, pour tout A € €,
o X+b A tb)(A by D fent, pourtou

n—1
)\+bn B A(/\—LLl)...()\—an—l)
M”+Zuj)\+bj B ()\—|—b1)()\+bn—1) .

On peut maintenant évaluer cette égalité en —b,, (rigoureusement, il faudrait prendre une suite (\;) € QN qui
tend vers —b,, justifier (par les théoremes généraux) que les membres de droite et de gauche convergent et
conclure par unicité de la limite.) On obtient bien

o A(—bn — al)...(—bn — an_l)
me (—bn =+ bl)...(—bn + bn—l)

(b = b1)-..(bp — 1)
H @y 1 bn) oo (an1 + bn)

, Le., A=

6) Par définition, on a Dy, (a1, ..., an, b1, ..., b,) = F(ay). D’apres les questions 4 et 5, on a donc

(bn — bl)(bn — bnfl) (an — al)...(an — an,l)
Dn [RRR) nab )"-7bn = n
(@1, w1 n; by ) P by ans + bu) (@ & b1) - (an + bo)
n—1
H(an — a;)(bn — bi)
_ i=1
- -1 n
H (a; + by) H an + bj)
=1 j=1

D’apres 3, u, = Dp_1(ai,...,an—1,b1,...,bp—1). On raisonne donc par récurrence et on suppose que la for-
mule a démontrer est vraie au rang n — 1. On a alors

n—1

H (aj_az H —al b —bi)

1<i<j<n—1 =1

(ai + b)) n
1<i,j1—<[n1 ’ H (ai + bn) H (an + b))
i=1 j=1

.

Dn(al, ceey Ay bl, ceey bn)




Au numérateur, on obtient immédiatement H (aj — a;)(bj — b;). Au dénominateur, on calcule

1<i<j<n
n—1 n n
H (ai + bj) Haﬁ—b Han+b H (ai+bj)H((ln+bj): H (a; +bj).
1<ij<n—1 i=1 j=1 1<i<n—1 j=1 1<i,j<n

Avec la question 1, on peut ainsi conclure selon le principe de récurrence que le résultat & démontrer est vrai

pour tout n > 2.

Exercice II - Représentation matricielle d’un endomorphisme annulé par le polynome T3 + T.

Dans cet exercice, E est un R-espace vectoriel de dimension finie et f est un endomorphisme non-nul de E tel que

—1
2+ f = 0. On note J la matrice ( 0 )

1 0

0 1 1

1) Un exemple. Dans cette question, f est1’endomorphisme de R3 canoniquement associéaA = | —1 1 0

a)
b)

-1 0 -1
On vérifie que A3 4+ A = 0 par le calcul.
On remarque que ¢1(A) et co(A) ne sont pas proportionnelles (ce qui assure que rg(A) > 2) puis que
c3(A) = c1(A) 4 c2(A) (ce qui assure que rg(A) < 2). Ainsi, Im(A) = Vect(c1(A), c2(A)).
Les coefficients de la CL nulle non-triviale ¢1(A) + c2(A) — ¢3(A) = 0 donnent un vecteur de ker(A) et,
avec le théoréme du rang,

0
(Alternativement, on applique Gauss-Jordan et on trouve A ~ 0
0

1
1 1)
0

On trouve une équation de I’hyperplan Im(A) en remarquant qu’un vecteur w = € K3 appartient

1 (
T
y
z

0 1 =z

a Im(A) si et seulement si det(c1(A),c2(A),w) =| =1 1 y | = x —y+ z = 0. Puisque le vecteur
-1 0 =z

directeur de la droite ker(A) trouvé ci-dessus ne satisfait pas cette équation, on a bien R? = Im(A)@ker(A).

70 P! revient a
0 0

D’apres la formule de changement de base, trouver P inversible telle que A = P (

J 0
trouver une base B de R? telle que Matp(®A) = 0 o |avee B = (c1(P), c2(P), c3(P)).

Dans ce cas, on a immédiatement Vect(c1(P), c2(P)) = Im(A) et ker(A) = ¢3(P) donc on prend

0 0
aP)=cA)=| -1 |, «P)=Ac(A)=c(A}) =] -1 et c3(P)= 1
-1 1 -1

Puisque (c1(P) et c2(P) ne sont pas proportionnelles, (¢ (P), c2(P)) est une base de Im(A) et, d’apres 1.a




et Lb, (c1(P), c2(P), c3(P)) est une base de R? donc P est inversible. Par construction, on a

Aci(P) = 2(P), Aco(P) = ¢1(A3) = —¢1(A) = —c1(P) et Acz(P) =0,

. c . . . s J 0
donc la matrice représentative de 1’endomorphisme canoniquement associé a A dans la base B est ( 00 > .

On adonc bien A = P ( 3 8 )P_l.

2) Montrons que E = Im(f) @ ker(f) en procédant par analyse-synthése. Soit v € E.
Supposons qu’il existe (vk,vr) € ker(f) x Im(f) tel que v = vk + v1. Par définition, il existe u € E tel que

U1

= f(u) et, puisque f3 + f = (f? +1Ig) o f = 0, on applique f? + Ig. On obtient

(f2 +1g)(v) = (f2 +1Ig)(vk) = fz(vK) +ovg =vk etdonc v =0v— (f2 +1g)(v) = —f2(v).

Ainsi, si une telle décomposition de v existe, elle est unique et la somme Im(f) + ker(f) est directe.
Puisque fo(f2+1Ig) = f3+f = 0,onalm(f?+1Ig) C ker(f) et (f2+1Ig)(v) € ker(f). Il est clair par ailleurs
que v = (f2 +1Ig)(v) — f?(v) etque —f2(v) = f(—f(v)) € Im(f). Ainsi on a bien E = Im(f) & ker(f).

3) a)

b)

Soit v # 0 un vecteur de Im(f). Par définition, il existe u € E tel que v = f(u) et, puisque f3 = —f,
f?(v) = f3(u) = —f(u) = —v. Montrons que (v, f(v)) estlibre : soit (A, 1) € R? tel que v + pf(v) = 0.
On applique f et on obtient le systéme

A+ pf(v) =0
M) —po=0 "

On élimine f(v) en faisant Ay — pls et il vient (A2 + p2)v = 0. Puisque v # 0, on a A2 + 12 = 0 et puisque
A et p sont réels, il vient A = p = 0. Ainsi, (v, f(v)) est libre.

Soit m > 1 un entier et vq, ..., Uy, U1 des vecteurs de Im( f) tels que (vi, f(v1), ey Unm, f(Um), Umt1)
est libre. Montrons que la famille (vq, f(v1), .-, Ur, f(Vm), Um+1, f(Um+1)) est encore libre. A nouveau,

pour tout 1 < k < m + 1, il existe ux € E tel que f(uy) = vi donc f2(vy) = —vg. On se donne
m—+1

(AL, 415 o0 A1, i) € R27F2 tel que Z()\kvk + pf(vg)) = 0.
k=1

On applique f et on obtient le systéme

m~+1
> vk + g f(vr)) =0

m+1

> (S (r) = por) =0

k=1

On élimine f(vy,+1) en faisant A\, 101 — fimy102 et il vient

D (a1 e+ 1)k + 12 = 1) F0R)] + (A1 + 124 1) 0mgr = 0.
k=1

Puisque la famille (vy, f(v1), ..., U, f(Um), Um+1) est libre, on a en particulier A2, ., + p2,; = 0 donc
m

Am+1 = Mm+1 = 0. Ainsi, Z(Akvk + prf(vk)) = 0 et on en déduit que A\, = ux = 0 pour tout
k=1

1 < k <'m, ce qui permet de conclure.



¢) D’apres 3.a, I’ensemble

{m € N* t.q. il existe (v1, ..

o Um) € Im(f)" t.q. (v1, f(v1), .y Um, f(vm,)) est libre}

contient 1. Par hypothese, E est de dimension finie donc rg( f) est fini et cet ensemble non-vide est majoré.

On note r son maximum et on choisit (vy, ...

,vr) € Im(f)" tel que (v1, f(v1), ..., f(vr)) est libre.

Si (v1, f(v1), ..., v, f(vy)) n’engendre pas Im( f), on peut choisir un vecteur supplémentaire v, 1 € Im(f)

tel que (v1, f(v1),...,vr, f(vr),vry1) est encore libre. Mais 3.b amene alors une contradiction avec la
maximalité de r. Ainsi, (v, f(v1), ..., v, f(v,)) est bien une base de Im( f).

4) Notons n = dim(E). D’apres le théoréme du rang, et avec les notation de 3.c, dim(ker(f)) = n — 2r et on

choisit une base (e2,41, ...

B = (Ul, f(vl)a -eey U,y f(/UT‘)a €241, ---

,€n) de ker(f). Puisque E = Im(f) & ker(f), la concaténation

aen)

est une base de E. Comme dans la question 3, pour tout 1 < k < 7, ona f2(v;,) = —vy, donc les sous-espaces
Vect (v, f(vg)) sont stables par f et on construit les blocs (diagonaux) de la matrice représentative de f dans

la base B pour obtenir

Matg(f) =

J 0 0
0

J 0
0 --- 0 0

avec r blocs J.

Exercice I1II - Représentation matricielle d’un endomorphisme nilpotent

Dans cet exercice, f est un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. Son indice de
nilpotence est ¢ = min{k > 1tel que f* = 0} (et on définit de maniére analogue I’indice de nilpotence d’une

matrice).

T
On se propose de montrer qu’il existe » > 1 des entiers ¢ = p; > ... > p, > 1 avec Zpk = dim(E) et une base

B de E telle que

N, 0
MatB(f) = 0 N"p2
0

ou, pour tout p > 1,

N

On notera que, pour tout p > 1, I'indice de nilpotence de N, est égal a p.

k=1

o O
[
= O

[an}

€ M, (K).

o o
o
o o -
=

T
0) Exemples en dimension 4. [l y a 5 familles d’entiers p; > ... > p, > 1 telles que Z pr = 4.

e Avec r = 1, on doit prendre p; = 4. La matrice correspondante est Ny =

Elle est de rang 3 et son indice de nilpotence est 4.

k=1

o O O O
o O O
o O = O
o = O O



e Avec r = 2, on doit prendre 3 + 1 = 4 ou 2 4+ 2 = 4. Les matrices correspondantes sont

010 0 010 0
<N30>:0010 et(NQ()):oooo
0N, 0000 0 | Ny 000 1

000 0 000 0

La premiere est de rang 2 et son indice de nilpotence est 3, la seconde est de rang 2 et son indice de nilpotence
est 2.

e Avecr = 3,ondoitprendre 2+ 1+ 1 = 4.

Moo (5 g
La matrice correspondante est 0 [Ny O =100 o0 o ,derang 1 et d’indice de nilpotence
010N 0000

2.
e Avecr = 4, ondoit prendre 1 + 1+ 1+ 1 = 4. La matrice correspondante est la matrice nulle (donc de rang
0) puisque N7 = 0. Son indice de nilpotence est 1.
1) Si f = f! = 0,0naMg(f) = 0 pour toute base B de E, qui est bien du type annoncé avec r = dim(E) et

pr=..=pr=1
Sidim(E) = 1, I'inclusion ker(f) C E est donc nécessairement une égalité car 1 < dim(ker(f)) < dim(E).

On a donc f = 0 et le résultat annoncé est vrai.

On suppose dans la suite de cette partie que f # 0. On a donc ¢ > 2 et on peut choisir v € E tel que f9!(v) # 0.

q—1
2) a) Soient (Ao, A1, ..., \g—1) € K? des scalaires tels que Z /\kfk(v) = 0. En remarquant que, pour tout m >
k=0
g,ona f™(v) = fm=9(f9(v)) = f™9(0) = 0, on applique 7! et on obtient

q—1
> X fTHE ) = A f1 7 (v) = 0

donc A\g = 0. On itere : soit 0 < j < g — 2 et supposons qu’on a déja montré que \g = ... = A\; = 0.0Ona
q—1
donc Z Ak f¥(v) = 0 et on applique f777=2. On obtient (avec le changement d’indice k = i + (5 + 1))
k=j+1
q—1 q—j—2 '
S SR w) = 3 A ) = A f1 (0) = 0
k=j+1 =0

donc Aj11 = 0. On conclut selon le principe de récurrence que A\g = ... = Aj—1 = 0 et la famille

(f1=1(v), f7%(v), ..., f(v), v) est libre. Son cardinal g est donc nécessairement inférieur ou égal a dim(E).

b) On note F, le sous-espace Vect(f9~1(v), f92(v),..., f(v),v) (qui est donc de dimension ¢ puisque la
question précédente donne la base B, = (f9=1(v), f42(v), ..., f(v), v) de ce sous-espace).

Pour tout w € Fy, il existe (Ao, A1, ..., \g—1) € K9 tel que w = Z)\kfk )etona
k=0

Zkkflﬁrl Z)\z 1 (v Z)\zﬂf




car f%(v) = 0. Ainsi, f(w) € F, et F,, est bien stable par f.
Pour tout 1 < j < ¢, le j-iéme vecteur de B,, est donc 777 (v) et on calcule

fo, (f79 () = F(F77(0) = 7T (v) = (17U D (w).

Ainsi, I’image par f du premier vecteur de B, est f7(v) = 0 et, pour tout 2 < j < ¢, I'image du j-ieéme

vecteur de la base B, est le (j — 1)-ieéme vecteur de B,,. On a donc Matg, (fr,) = Nj.

¢) Supposons que ¢ = dim(E). Par construction, on a ¢ = dim(F,) donc 'inclusion F,, C E est une égalité.
Ce qui précede assure donc I’existence d’une base de E telle que Matg(f) = N,. C’est le résultat annoncé
avecr = letp; =q.

Sidim(E) = 2, I’hypothése ¢ > 2 force ¢ = dim(E) donc le résultat annoncé est vrai.

On suppose dans la suite que dim(E) > 3, que ¢ < dim(E) et que le résultat est vrai pour tout K-espace vectoriel
E’ de dimension strictement inférieure & dim(E) et pour tout endomorphisme nilpotent f* de E'.

3) a) La famille (f¢(v), f72(v), ..., f(v), v) est libre donc on peut la compléter en une base

(fq_l(v)> fq—2(,U)’ ceey f(v)avawq—l-l? -'-7wdim(E))

de E. Puisqu’une application linéaire est entierement déterminée par I’image d’une base, il existe une (unique)

forme linéaire ¢ : E — K telle que
p(f77H W) =1 et p(f17%(v) = ... = (f(v)) = ¢(v) = P(wg41) = ... = P(Waim(E)) = 0.

b) Soient 0 < 7, < ¢— 1 des entiers. La composée o f* : E — E d’applications linéaires est encore linéaire

etona

(@ o ST ) = p(f17 707 (v)) = 6.
En effet, sii = 7, ona p(f9~(v)) = 1 par définition de ¢.
Sij<i,onaj—i<O0doncqg—1—(j—i)>qeto(f"U=9(v))=p(0) =
Sii<j,onaj—i>0doncqg—1—(j—i)<q—2etp(fr1=0=()) :Opardeﬁnltlondego
4) Onnote ® : E — K9 I’application définie par ®(w) = (¢(w), ¢ o f(w), ..., o f4~1(w)) pour tout w € E.

a) D’apres ce qui précede, chaque composante de P est linéaire. Par définition du calcul dans K9, I’application
® : E — K7 est donc bien linéaire.

Notons (ey, ..., €4) la base canonique de K9. D’apres la question précédente, pour tout 0 < j < g —1,0ona

00,5

01,5

(f177 (v) = : =ejq1
0g—1,j

Ainsi, K? = Vect(eq, ..., eq) C Im(®), ce qui prouve la surjectivité de ®. En particulier, rg(®) = g.

On pose G, = ker(®). D’apres le théoréme du rang, on a

dim(G,) = dim(E) — rg(®) = dim(E) — ¢ = dim(E) — dim(F,)

donc E = F, @ Gy si et seulement si F,, [ G, = {0}. On se donne donc un vecteur w € F, [ G,,. Il existe
q—1

(A0, A1,y Ag—1) € K2 tel que w = Z Aj 719 (v). Comme ®(w) = 0, on doit avoir (¢ o f7)(w) = 0
=0




pour tout 0 < ¢ < g — 1. Par linéarité, on calcule

—1 _1
(po f)w) =D Nilpo U (w) = 3 Aidy = N

=)
=)

<
Il

o
<
Il

o

et on conclut que, pour tout 0 < ¢ < ¢g— 1, \; = 0. Ainsiw =0, F, (G, = {0} et E =F, & G,.
b) Soit w € G,.On adonc ®(w) = 0, i.e., pourtout 0 < i < gq—1,po fi(w) =0.
Par conséquent, pour tout 0 < i < g—2,0na0<i+1<qg—letpo fi(f(w)) =po fifl(w)=0.
De plus, on a bien entendu ¢ o f971(f(v)) = po fi(v) = ¢(0) = 0.
Ainsi, on a ®(f(w)) = 0 et f(w) € Gy, ce qui prouve que G, est stable par f (donc par f?). On sait que
(fa,)? = (f?a, = 0dans £L(G,) donc fg, est nilpotent et, si ¢’ est son indice de nilpotence, ¢’ < ¢

puisque ¢ = 0.

5) Puisque F, contient v # 0, 0on a 0 < dim(F,) = ¢ < dim(E) — 1 donc 1 < dim(G,) < dim(E). En prenant
E' = G, et f' = fq,., on peut donc appliquer I’hypothese de récurrence : il existe un entier ' > 1, des entiers

,r/

py>...>pl, >1lavecp] =¢ et Zp?C = dim(G,), et une base B’ de G,, tel que

k=1
Npo 0 -+ 0
Matp (fa,) = 0 1\71)/2 0

Onpose alors 7 = 71"+ 1,p1 = ¢, p2 =p}| =¢',.... pr =p|, etonabienp; > py > ... > p, et
T T
Zpk =p1+ Zp,n = dim(F,) + dim(G,) = dim(E).
k=1 k=2

En outre, puisque E = F,, & G,, la concaténation de la base B,, de F,, et de la base B’ de G,, est une base B de

Eetona
N, 0 - 0 Ny, 0 - 0
Matg(f) = Ny ‘ 0 = 0 Npp - = 0 Np, :
0 ‘MatB/(va) 0 0 0 0
0 0 Ny, 0 0 N,

On peut donc conclure selon le principe de récurrence que le résultat est vrai en dimension finie quelconque.



