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Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence Creative Commons “Attribution — Pas d’utili- @@@
sation commerciale — Partage dans les mémes conditions 4.0 International”.

Introduction

La trigonométrie concerne I'étude des triangles (étude de la taille des triangles) et donc en particulier des fonctions sin, cos et tan.

Les fonctions sinus, cosinus et tangente Le cercle trigonomeétrique

h : hypothénuse ,
0 : 0pposé

@ N
a : adjacent

Théoreme de Pythagore :

h? = a® + o*

Relations entre un angle et deux longueurs :

. 0
sinaw = —

h

a

cosaq = —

h

sin o 10)

tana = = —
COS (v a
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Périodicités

cos (a + 2nm) = cos ()

sin (a + 2n7) = sin ()

Parité

cos (—a) = cos (o) fonction paire
sin (—a) = —sin (o) fonction impaire
tan (—a) = —tan («) fonction impaire

Nous pouvons retrouver ces informations sur le cercle trigono-
métrique en tragant 'angle —a en bleu sur la figure ci-dessous.
Pour le cosinus, C' et C’ sont confundus donc cos («) = cos (—a).

e

[’

tan (@)

Qla

NN N ) R

tan (—a)
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Rotation de =

Toutes ces transformations se retrouvent en tragant un cercle
trigonométrique :

cos (m+ o) = —cos () sin (7 4+ ) = —sin (@)
cos (m — a) = — cos (a) sin (7 — ) = sin («)
tan (7 — a) = — tan («)

tan (7 + a) = tan («)

Rotation de 7/2

Toutes ces transformations se retrouvent en tragant un cercle
trigonométrique :

sin (7/2 + a) = cos (o)

sin (7/2 — a) = cos (@)

cos (m/2 + a) = —sin (@)

cos (m/2 — a) = sin («)

Les cosinus deviennent des sinus et inversement. Pour les
signes, le plus simple est de repasser par le cercle trigopnomé-

trique.

T/2 4+«

Pour la tangente, il faut repasser par la définition tan (o) =
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sin («)
pour montrer que :
cos ()
tan (7/2 + a) = ——
anm Y= Ttan (o)
1
tan (7/2 — ) = tan (0]

Valeurs remarquables

S
S

— |

Additions et soustractions

Ces formules sont a connaitre par coeur car elles sont a la base
de toutes les autres formules.

. . . . 1
1. Formule rarement utile. Voir la démonstration en annexe cos? («)

T 11 tan? ()

cos (a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos (a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin (a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
sin (@ — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
Les formules pour la tangente se démontrent a partir des sinus
et cosinus.
tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)
t — tan(b
tan(a — b) an(a) — tan(b)
1 + tan(a) tan(b)

Remarque : ceci permet aussi de retrouver les valeurs remar-
quables de rotation pour 7 ou 7/2.

tan(a + b) =

Formules de duplication

Ces formules sont a connaitre par coeur ou a savoir retrouver
rapidement.

cos (2a) = cos®(a) — sin®(a)
= 2cos?*(a) — 1

=1—2sin®*(a)

sin (2a) = 2sin («) cos (a)
~ 2tan(a)
1 +tan?(a)
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Ces formules sont souvent utiles pour linéariser un sin? ou un cos? :

cos? (a) = oS (2;1) +1
sin? () = 1- C(;S (2a)
cos (o) sin () = o ;204)

Formules de linéarisation

Ces formules sont a connaitre par coeur ou a savoir retrouver
rapidement. Les formules de linéarisation permettent de transfor-
mer un produit de fonction trigonométrique en somme de fonction
trigonométrique.

cos (a) cos (b) = = (cos (a + b) + cos (a — b))

=N =

sin (a) sin (b) = = (cos (a — b) — cos (a + b))

cos (a)sin (b) = = (sin (a + b) + cos (a — b))

N | = DN

Formules de factorisation

Ces formules sont a connaitre par coeur ou a savoir retrouver
rapidement. Les formules de factorisation permettent de transfor-
mer une somme de fonction trigopnométrique en produit de fonction
trigonométrique (contrairement a la linéarisation).

cos(p)+cos(q):QCosp;_qcosp;q
. p+q . q—
cos(p)—cos(q):2smp2qsmq2p !
_ g Pt P4
= —2sin sin
2 2
sin(p)+sin(q):2sinp;_qcosp;q
sin(p)—sin(q):2cosp;qsinp;q
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Annexes

Démonstration tan (7/2 £ o) = F

Démonstration tan (¢ &+ b) =

tan (7/2 £ o) =

tan (a + b) =

1
tan (a)

sin (7/2 £ «)
cos (/2 + )
_cos ()
Fsin («)

1

tan o

tan (a) £ tan (b)

1 F tan (a) tan (b)

sin (a +b)
cos (a +b)
(

sin (a) cos (b) = sin (b) cos (a

- cos (a) cos (b) F sin (a

)
sin (b)
b

)
(a)cos (b)  sin(b)cos(a)
(a) cos (b) + cos (a) cos (b)

sin (a) sin (b)

LF cos (a) cos (b)

tan (a) &+ tan (b)

~ 1 tan (a) tan (b)

1
1 + tan® (o)

Démonstration cos® (a) =

cos® (a) = 1 — sin? (a)
=1 — tan® (a) cos® ()
cos” () (1 + tan® (@) =1
9 B 1
cos” (o) = T’ ()

Démonstration des formules de linéarisation

Exemple pour : cos(a) cos (b) = % (cos (a + b) + cos (a — b))

cos (a + b) = cos (a) cos (b) — sin (a) sin (b)
cos (a — b) = cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b)
On additionne les deux équations précédentes :

cos (a + b) 4 cos (a — b) = 2 cos (a) cos (b)
dou: cos(a)cos(b) = % (cos (a + b) + cos (a — b))

La démonstration est similaire pour les autres formules de li-
néarisation.

Démonstration des formules de factorisation.

_|_ —
Exemple pour cos (p) + cos (q) = 2 cos 552 cos 552

cos (a + b) = cos (a) cos (b) — sin (a) sin (b)

cos (a — b) = cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b)
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On additionne les deux équations précédentes :

cos (a + b) 4 cos (a — b) = 2cos (a) cos (b)

On pose alors p = a+bet g = a—b. D’ou l'on tire les expressions
pour a et b en fonction de p et ¢ par addition et soustraction :

En remplagant, nous obtenons :

cos (p) + cos (q) = 2 cos <¥) cos (fracp — q2)

La démonstration est similaire pour les autres formules de fac-
torisation.

E. Ablonet | 2024 - 2025

7/[7


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

