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Oscillateurs mécaniques

Prérequis @

1 et d’'ordre 2 a coefficient constant

a":

Notions mathématiques : vecteur, projection de vecteur Lycée et

prépa
Notion mathématiques : dérivées usuelles, dérivée d’'une fonction  Lycée, prépa
composée, intégration de fonctions usuelles et FO6

Notion mathématiques : résoudre une équation différentielle d’'ordre  prépa et FO7

Physique : : déterminer I'’équation différentielle du mouvement a chapitre M1 a

I'aide du PFD M3
| Rappels mathématique
LA Equation différentielle d’ordre 1
i (©) A connaitre
La solution homogene de I'équation homogéne : yj, + % =0esty,(t) = Kexp(—;) avec K

une constante d’intégration.

r[ Savoir-faire

Méthode résolution équation différentielle d’ordre 1.

\

I.LB Equation différentielle d’ordre 2

r[ (©) A connaitre

tique :
2, wWo
"+ —r+wy =0
Q
et discriminant : ) )
“o 2 _ W 2

Cas1:si A<0&Q>1/2 y,=(Acos(Qt)+ Bsin(Q2t))exp(—At)
avec Q=1Im(r) et A= —Re(r)

Cas2:si A>00<Q<1/2 y,=Aexp(rst)+ Bexp(r_t)

Cas3:si A=0eQ=1/2 y,=(At+ B)exp(rt) = (At + B) exp(—wot)

Léquation homogéne avec wy > 0et Q > 0 : yp + % in + wiy, = 0 a pour équation caractéris-
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Savoir-faire

Méthode résolution équation différentielle d’ordre 2 a I'aide de I'équation caractéristique.

I.C Cas particulier de I’équation différentielle harmonique (a reconnaitre!)

r[ (©) A connaitre

\

Dans le cas particulier ou il n’y a pas de terme d’amortissement (Q — o), la solution est la
solution harmonique :
yn(t) = A cos(wot) + B sin(wot)

r[ Savoir-faire

Reconnaitre une équation différentielle harmonique.

Application 1 : Résoudre des équations différentielles

Pour chaque équation différentielle, identifier le temps caractéristique = ou la pulsation propre
wo. S'il a lieu, identifier le facteur d’amortissement Q.
Résoudre ensuite les équations différentielles

. «
v+ —v =g
m
pour v(0) =0;

pour z(0) =0 et 2(0) =0;

mzZ+ kz =kz

b+26+20=0
m l

ou

avec 7 =

o3

Equation harmonique : wy = e
Solution : z(t) = —zp cos(wot).

m
wO:ﬂetQ:le
wo

Calcul discriminant, < 0, donc les solutions de I'équation caractéristique sont : r = “20 +
W—A=-\%iQ
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Onaalors : 0(t) = (Acos(§2t) + Bsin(Qt)) exp(—At)

6(0) = A =106,

H(t) = (=002 sin(Q2t) + BQ cos(2t)) exp(—At) — A (6p cos(2t) + Bsin(Qt)) exp(—At)
6(0) = BQ— X9y =0

Finalement :

0(t) = by <cos(Qt) + gsin(Qt)> exp(—At)

\

Il Oscillateurs harmoniques

LA Pendule pesant simple

r[ Savoir-faire

Déterminer I'équation différentielle d’'un pendule pesant simple. Déterminer le mouvement au
cours du temps d’un pendule pesant simple. Déterminer la période d’oscillation d’'un pendule
pesant simple.

Application 2 : Pendule pesant simple

_ Nous étudions un pendule pensant simple de

N longueur fixe ¢, composé d’une tige de masse
négligeable au bout de laquelle oscille une
masse m supposée ponctuelle repérée par le
point M.
A Pinstant initial, nous lachons la masse d’un
angle initial 6, sans vitesse initiale.
Déterminer 'équation différentielle portant
sur I'angle 6.
Dans I'approximation des petits angles, li-
néariser cette équation différentielle. Donner
I'expression de la période propre du pendule.
Déterminer la position angulaire du pen-
dule a tout instant. La tracer.

Penser a citer le cadre de 'étude : systeme, référentiel, BAME, schéma, base de projection.
Citer le PDF. Calculer I'accélération dans la base polaire. Projeter les forces dans la base
polaire.

La projection sur g donne :

6+ %sin(@) =0

Approximation des petits angles : sin(6) ~ 6
0+ %9 =0

Par identification avec la forme canonique :
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\

d’ou

T0:27T E
Y

Je reconnais une équation différentielle harmonique non amortie dont la solution (homo-
gene) est :
0(t) = A cos(wot) + B sin(wot)

Remarque : pourquoi ne pas utiliser la forme 0(t) = C cos(wot + ¢) ?
A l'instant initial : 6(t = 0) = 6y d’'ou A = 6, et le pendule est Iaché sans vitesse initiale :

v = 10(t)eg = vep

v(t) = 16(t)
v(t=0)=0=0(t=0)

en dérivant la solution B =0

Au final :
0(t) = 6y cos(wot)

II.B Masse-ressort vertical

r[ Savoir-faire

Déterminer I'équation du mouvement d’'un systéme masse-ressort. Déterminer la période des
oscillations. Déterminer la position d’équilibre.

Application 3 : Masse-ressort horizontal

Nous considérons un ressort horizontal de raideur & et de longueur a vide [y dont nous négli-
geons la masse. Ce ressort en attaché au bati d’'un cété et une masselotte de masse m est
attaché de l'autre c6té. Cette masselotte est libre de se déplacer selon I'axe (Ox).

A Tinstant initial, le ressort est laché d’une position zy sans vitesse initiale.

O - - - - - - - —»
(kal())

Etablir 'équation différentielle sur la position horizontale = de la masse m repérée par le
point M.

Introduire une pulsation propre. En déduire la période propre T de cet oscillateur.
Résoudre I'équation différentielle. Tracer x(t).

Il faut bien définir le cadre de I'étude : systéme, référentiel, bilan des actions mécaniques,
faire un schéma. Appliquer le PFD. Projeter I'accélération et les forces dans la base carté-
sienne.

Finalement, nous obtenons I'équation différentielle :

f)f—%-fsczflg
m m
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Par identification avec la forme canonique, nous posons wy = {/ —. Donc la période propre
m

de cet oscillateur est T = 2, /%.

Il s’agit d’'une équation différentielle harmonique avec second membre. La solution homo-
géne est :

xp(t) = Acos(wot) + B sin(wyt)
(A,B) € R?
La solution particuliére est une constante car le second membre en constant. En injectant dans

I'équation différentielle, nous trouvons z,, = [y
Finalement :

x(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) + Iy

A |l faut déterminer la solution globale avant de chercher a déterminer les conditions initiales.
Conditions initiales : z(t = 0) = z et ©(t = 0) = 0. Nous pouvons en déduire que A + Iy = zo
et B=0.

x(t) = (zo — lo) cos(wot) + lo

Tracer la solution : oscillations d’amplitude x — [y autour de [y a la période Tj.

Application 4 : Masse-ressort vertical

Nous considérons un ressort horizontal de raideur & et de longueur a vide [y dont nous négli-
geons la masse. Ce ressort en attaché au bati d’'un cété et une masselotte de masse m est
attaché de l'autre c6té. Cette masselotte est libre de se déplacer selon I'axe (Ox).
A Tinstant initial, le ressort est laché d’une position zy sans vitesse initiale.

(0]

Etablir 'équation différentielle sur la position horizontale
z de la masse m repérée par le point M.

Introduire une pulsation propre. En déduire la période
propre Ty de cet oscillateur.

Déterminer la position d’équilibre zeq de la masse.

En déduire une équation différentielle sur I'allongement
U = Z — Zeg-

Déterminer la solution «(t). En déduire z(t). Tracer z en
fonction du temps dans le cas ou zy > zeq.

(kv lO)

Idem application 3.

kly +mg

et I'équation différentielle sur le déplacement devient :

iU+ —u=0
m

Les conditions initiales sur v se déduisent de celles sur z :
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U(O) = 20 — Zeq >0
(0) = 0

Il Oscillateurs amortis

lllLA Cas du pendule pesant simple soumis a des frottements fluides.

Savoir-faire

Mettre en équation un pendule avec frottements fluide. Identifier la pulsation propre w et le
facteur de qualité @

LB Régime pseudo-périodique : Q > 1/2

r[ Savoir-faire

Identifier le régime pseudo-périodique. Déterminer la pseudo-pulsation 2. Interpréter graphi-
guement le facteur de qualité. Tracer la forme des solutions.

\

Application 5 : Régime pseudo-périodique

Léquation différentielle d’un pendule pesant simple soumis a des frottements fluide 7 = —a?
avec a > 0 est, dans le cas de petites oscillations :

i+ 6+20=0
m l

Déterminer la pulsation propre wy et le facteur de qualité Q.

Dans le cas ou les frottements sont faibles o« < 2m+/g/¢, déterminer la forme des solutions.
Nommer le régime des solutions. ‘
Tracer I'allure dans solution dans le cas ot 0(0) =6y > 0 et =0 et o < 2m+/g/¢.

wo =+/g/f car wy>0
Q= g
a

Dans le cas de faibles frottements, le facteur de qualité est grand : @ > 1/2. Les oscillations
sont pseudo-périodiques :

0(t) = (Acos(2t) + Bsin(Qt)) exp(—At)
o R

B 2
o

2m
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®

o < 2mwy < 4w — o /m? ~ 4wd

dou Q~wy

(t=0)=60)=A

0(0) = Bwy — Ay = Ocommea/m < w < B ~ 0

Finalement :
0(t) = 6p cos(wot) exp(—gt)
m

Pour le tracé, penser que si 'amortissement est faible, il y a beaucoup d’'oscillation de visible
(beaucoup signifie plus que 10).

ll.C Régime apériodique : ) < 1/2

r[ (©) A connaitre

Identifier le régime apériodique. Tracer la forme des solutions. ’

Application 6 : Régime apériodique

Léquation différentielle d’'un pendule pesant simple soumis a des frottements fluide 7 = —a?
avec a > 0 est, dans le cas de petites oscillations :
i+ =6+20=0
m 12
Déterminer la pulsation propre wy et le facteur de qualité Q.
Dans le cas ou les frottements sont important « > 2m./g/¢, déterminer la forme des

solutions. Nommer le régime des solutions. .
Tracer I'allure dans solution dans le cas ou 6(0) = 6y > 0 et § = 0.

(Solution)

wo =+/g/l car wy>0

Dans le cas de forts frottements, le facteur de qualité est petit : @ < 1/2. Les oscillations
sont apériodiques.
Les solutions de I'équation caractéristique sont :

« 1 /a2 « 1 [a?
=—— 4+ 5 A <0rp=—— 1/ — — 4w} <0
E 2m + 2V m?2 “o "2 2m 2V m?2 “o
Les deux racines sont négatives. Les solutions sont de la forme :

0(t) = Aexp(rit) + Bexp(rat)

ro < r1 donc I'exponentielle liée a r, devient plus rapidement nulle devant celle liée a r. Le
temps caractéristique est ainsi fixer par 1, ce qui permet de tracer la courbe.
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Les coefficients A et B s’expriment en fonction de r; et rs.

2

A= 0o
T‘1+T2

B= n Ao
T1+T2

L

LD Régime critique : Q = 1/2

r[ (©) A connaitre

Identifier le régime critique. Tracer la forme des solutions relativement au régime apériodique
et pseudo-périodique.

® Questions de révision

1. A partir de I'équation 7 + v _ 0, comment déterminer la solution générale et la constante
T

d’intégration ? O

2. Pour 'équation ¢ + 60y + wdy = 0, comment écrire I'équation caractéristique et calculer

le discriminant A ? O
3. Comment interpréter physiquement les paramétres wy et @) pour un oscillateur amorti ?
Il
4. Dans quel cas I'équation différentielle devient-elle harmonique, et quelle est la forme de
la solution correspondante ? O
5. Comment établir I'équation différentielle d’'un pendule pesant simple en petites oscilla-
tions ? O
6. Pour un systéme masse-ressort vertical, comment déterminer la position d’équilibre et
I'équation du mouvement autour de cette position ? O
7. Comment identifier le régime pseudopériodique et définir la pseudo-pulsation Q ? O

8. Comment identifier le régime apériodique et comparer son allure temporelle a celle du
régime pseudopériodique ? O

9. Comment décrire le régime critique et en quoi se distingue-t-il des régimes apériodique
et pseudopériodique ? O
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