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@ TD M6 | Mécanique @
Rotation d’un solide autour d’un axe fixe

Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence
Creative Commons “Attribution — Pas d’utilisation commerciale — @
Partage dans les mémes conditions 4.0 International”.

) exercice & préparer a la maison avant le TD ;

QO exercice classique / important ; & maitriser pour les concours ;
@ % 9o niveau de difficulté de I'exercice.

Exercice 1 : Chute d’un arbre @

M. Melzanni

On étudie la chute d’un arbre : on souhaite connaitre la durée que met I'arbre, une fois
tranché a sa base, pour tomber au sol.

Y

On modélise la situation par une tige homogene de hauteur L = 10m et de masse m,
reliée au sol par une liaison pivot parfaite, et qui part d’un angle initial 6, = 0,97.

Données : le moment d’inertie par rapporta Oz : J = %mLQ
Donner les expressions des énergies cinétique et potentielle de pesanteur de I'arbre en
fonction de m, L, 0 et 0
Justifier pourquoi E.+E, est constante au cours du mouvement. Exprimer cette constante

en utilisant les conditions initiales.
3
—1/ fg\/sin(eo) — sin(0)

En déduire la relation :
Pour exprimer la durée T' de la chute, isoler dt dans I'expression précédente puis l'inté-
grerentre = 6(t =0) et 0 = 0(ty). Pws faire 'A.N.

dé
On donne le résultat numérique : f =4, 315.

Vsinfy — sin @
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Exercice 2 : Double poulie

E. Thibierge

On s’intéresse au dispositif ci-contre, a I'équilibre et dans un plan. Les deux poulies
sont identiques, de méme rayon R et masse m,, et les deux liaisons pivot avec le bati sont
modélisées par des liaisons parfaites : les frottements d’axe sont négligés.

Les fils sont également tous supposés idéaux, c’est-a-dire qu’ils sont inextensibles et de
masse négligeable.

Enfin, on suppose que les fils ne glissent pas sur les poulies.

La force P, est le poids de la masse m;. La force 74"? est exercée par le fil touchant la
poulie d’axe A, sur le fil relié a la masse m..

Comme il s’agit d’une force de contact, son point d’application est le point d’attache A
entre les deux fils.
Faire un bilan soigneux des actions mécaniques s’appliquant a la poulie 1. Pour chaque
action mécanique, indiquer s'il s’agit d’'une force ou d’'un couple et préciser, s’il est possible
de le déterminer, le moment de I'action mécanique par rapport a 'axe A;.
Par application du théoréme du moment cinétique a la poulie 1, montrer qu’en norme
T1 = P1 = Mmyg.
Caractériser I'action mécanique de liaison entre la poulie 1 et le bati. Exprimer sa résul-
tante R, et son moment en fonction de 77, mg, m; €t g.
Déterminer I'angle ¢ et analyser qualitativement la vraisemblance du résultat (regarder
notamment les cas my < my et my > my).
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Exercice 3 : Gravimetre de Holweck-Lejay @

M. Melzanni et E. Thibierge

Instrument ancien, un gravimetre de Holweck—Lejay est constitué d’une tige de longueur
L, libre de tourner autour d’un axe (Ox), au bout de laquelle est placée en M une masse m.

2y

On note Jo, le moment d’inertie par rapport a I'axe (Ox) de 'ensemble {tige + masse},
et on donne Jo, = mL? (on a négligé la masse de la tige et on suppose ponctuelle la masse
située au bout). La liaison pivot en O est supposée parfaite.

Par ailleurs, un ressort spirale, non représenté sur le dessin, tend a retenir la tige en
position verticale en exercant sur la tige un couple (c’est-a-dire un moment résultant, par
rapport a 'axe (Oz)) M, = —C¥0 autour de I'axe de rotation, avec C' > 0 la constante de
raideur du ressort. On admet que ce couple dérive de I'énergie potentielle £, = $C62.

En utilisant le théoreme du moment cinétique, établir 'équation du mouvement du pen-
dule portant sur I'angle 6.
Montrer que les positions d’équilibre 6 de la tige sont solution de I'équation

_ C
SIH(GE) = m—gLeE

Puis justifier qu’il existe trois positions d’équilibre si C/mgL < 1 et une seule sinon (on
pourra raisonner graphiquement, en tragant y = sinf et y = ngLG).

On souhaite étudier la stabilité de la position d’équilibre en 6 = 0.
Pour cela, donner I'expression de I'énergie potentielle totale du systéme masse+tige+ressort
en fonction de I'angle 6.
Puis démontrer que la position d’équilibre § = 0 n’est stable que si C'/mgL > 1.
@ Intuitivement, que peut-on dire de la stabilité des positions d’équilibre en 6 # 0 dans le
casou C/mgL <17
Supposons que la raideur du ressort spirale soit telle que C'/mgL > 1, et que les condi-
tions initiales garantissent un mouvement de faible amplitude. Déterminer la période des
oscillations en termes de go = C/mL et expliquer I'utilisation de I'appareil en gravimétre,
c’est-a-dire comme appareil de mesure des variations de g.
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Exercice 4 : Pendule avec deux ressorts @

d’aprés M. Melzanni

On considéere un pendule pesant constitué par une tige homogéne, de masse m, lon-
gueur L, et moment d’inertie par rapport a 'axe Oz donné par Jo. = gmLQ.

Son extrémité en M est attachée a deux ressorts identiques, de raideur £ et longueur
a vide /. lls sont fixés a des points A et B, la longueur AB étant égale a 2¢,, si bien qu’a
I'équilibre le point M est au milieu du segment [AB].

On fera I'hypothése des faibles angles et on supposera que les ressorts restent toujours
horizontaux.

On définit § comme l'angle entre la verticale descendante et la tige.
Donner I'expression du moment cinétique de la tige projeté sur 'axe Oz, en fonction de
Jo. et de 6. Enoncer ensuite le théoréme du moment cinétique.
Utiliser la question précédente pour établir 'équation du mouvement. Puis la résoudre et
donner I'expression de la pulsation w, des oscillations.
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