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DS 1 du 18 septembre 20026 1h30 heures
— Sommes et pratiques calculatoires —

Exercice 1

Montrer que
Vo €] — 1, 400, In(1+2x) <.

On pourra étudier la fonction
f(x) =2 —In(1+ z).

Exercice 2

Pour m € R, on considére I'équation
(Em) e* —2me” +m +2 = 0.

1. Cas particulier. Résoudre dans R ’équation (F3). On pourra poser X = e®. On précisera la
condition vérifiée par X.

2. On considére maintenant m quelconque. En posant X = e®, montrer que la résolution de (FE,,)
conduit a étudier
X2 —2mX +m+2=0

avec X > 0.

3. Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de racines réelles du polynéme
Pn(X)=X?-2mX +m+2.

4. Lorsque P,, posséde deux racines réelles X; et X, exprimer X; + X5 et X; X5 en fonction de m.

5. En déduire, suivant les valeurs de m, le nombre de solutions réelles de ’équation (E,,).

Exercice 3

Montrer par récurrence que, pour tout n € N*,

n

> (3K =3k +1) =n’.
k=1

Retrouver ensuite ce résultat sans récurrence, en développant la somme et en utilisant les formules de
référence.

Exercice 4

Calculer les sommes suivantes :

a) 26: (2) ok 36k d) ni 3% (Z)

k=0 k=0
n n n
b)Y < k) 4k o) S k (Z) ok
k=0 k=1
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Exercice 5

Soit n € N*. On considére la fonction f définie sur R par

k=0

—_

. A T'aide de la formule du binéme de Newton, donner une expression simple de f(z).

[\]

. Calculer f'(z) de deux fagons :
a) en utilisant ’expression de f(z) obtenue a la question précédente;
b) en dérivant directement la somme définissant f(x).

w

. En évaluant f'(x) en une valeur bien choisie, déterminer

>(0)

4. En déduire la valeur de

Exercice 6

an =Yk, 5n:k§n:k2, o= K.
=0

On note

On rappelle
1 1)(2 1
S B AL ) C L
2 6
L’objectif de cet exercice est de retrouver, sans récurrence, une formule pour ~,.

On considére

n

Sp=> ((k+1)*—&").

k=0
1. Calculer S, par télescopage.
2. Développer (k+ 1)* — k™.
3. En déduire que
Sn = 4y, + 66, + 4oy, + (n+ 1).

4. En utilisant les questions précédentes, montrer que
4y, = (n+1)* - 68, — da, — (n+1).
5. Remplacer «,, et 3, par leurs expressions et montrer, en détaillant les calculs, que

47y, = n*(n + 1)

7. Vérifier la formule obtenue pour n = 3 par un calcul direct.

6. En déduire finalement
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Correction

Réponse de 'exercice 1
On pose f(x) =z —In(1 + z) sur | — 1, +oo[. Alors

1 T
!/
fz) 142 14z
Comme 1+ 2 > 0, f" est du signe de z. Ainsi f décroit sur | — 1,0] puis croit sur [0, +oo[. Son minimum

est f(0) = 0. Donc

In(l+2x) <x|

Réponse de I’exercice 2

1. Pour m = 3,
e —6e” +5=0.

En posant X = e*, avec X > 0, on obtient
X?—6X+5=(X—-1)(X~-5)=0.
Ainsi X =1 ou X =5, d'ou

‘x:O ou x:1n5‘.

2. Avec X = e* > 0, I’équation devient bien

X?—2mX +m+2=0, X > 0]

A =4m® —4(m +2) = 4(m —2)(m + 1).
Ainsi P, posséde deux racines réelles distinctes si m < —1 ou m > 2, une racine double si m = —1
ou m = 2, et aucune racine réelle si —1 <m < 2.

4. D’apres les relations entre coefficients et racines,

X1+X2:2m, X1X2:m+2‘

5. Il faut conserver uniquement les racines strictement positives.
Si m < —2, le produit est négatif : une seule racine est positive, donc (E,,) posséde une solution.
Si m = —2, les racines sont 0 et —4 : aucune n’est strictement positive, donc aucune solution.
Si —2 < m < —1, le produit est positif et la somme négative : les deux racines sont négatives, donc
aucune solution.
Si —1 <m < 2, il n’y a aucune racine réelle, donc aucune solution.
Pour m = —1, la racine double vaut —1, donc aucune solution.
Pour m = 2, la racine double vaut 2, donc une solution : x = In 2.
Enfin, si m > 2, le produit et la somme sont positifs : les deux racines sont positives, donc deux

solutions.
Ainsi
m nombre de solutions de (E,,)
m < —2 1
—2<m<?2 0
m =2 1
m > 2 2
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Réponse de I’exercice 3

Posons
n

P(n): D (3K —3k+1)=n".

k=1

Initialisation. Pour n = 1, le membre de gauche vaut 1, donc P(1) est vraie.
Hérédité. Supposons P(n) vraie. Alors

n+1
> BE =3k+1)=n"+3(n+1)*=3(n+1)+1
k=1

=n®+3n+3n+1

= (n+1)>%
Conclusion. La propriété est vraie pour tout n € N*,
D’autre part,

n

Z(3k2—3k+1):3ik2—3ik+n

k=1 k=1 k=1
+1)(2n+1 3 +1

2 2
[

Réponse de I’exercice 4
D’aprés la formule du binéme de Newton :

2)
i (2) 2k36-k — (24 3)0 =5

k=0

”n1_1+1"_4"
k)3k 3/ \3)°
k=0

On retire le terme d’indice n, égal & 3

Denis Augier 4



Lycée Saint Cricq

TSI1

n—1

kE—1

e) En utilisant k (Z) = n(

. Par le bindbme de Newton,

\V]

. D’une part,

D’autre part,

Réponse de I’exercice 5

f@) = (1+2)"]

[(@) = n(1+2)"".

3. En prenant x =1,
k (Z) = n2"!
k=0
4.
~ n - n " /n
1 =
2een () -2e() 2 6)
k=0 k=0 k=0
=n2" 42"
=|(n+2)2" |
Réponse de ’exercice 6
1. Par télescopage,
S, = (n+ 1%
2.
(k4 1)* — k* = 4k® + 6k* + 4k + 1.
3. En sommant,

Comme S, = (n + 1)*

Sy =4y, + 608, + 4o, + (n+ 1).

47y, = (n+1)* - 68, — da,, — (n+1).
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5. En remplacant a,, et [,
4y, =+ —nn+1)2n+1)—2n(n+1) — (n+1)

=(n+1)[(n+1)*—n@2n+1)—2n—1]
= (n+1)(n® 4+ n?)

=|n*(n+1)
6. Ainsi
_n*(n+1)*  (n(n+1) 2
e T\ 2
7. Pour n = 3,
0%+ 1% +2° + 3% = 36
et

3 x4\
= 36.
(%)
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