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PARTIE 1 : REVISIONS DE PREMIERE ANNEE

®  CONSEILS A SUIVRE ; ERREURS A NE PAS COMMETTRE

mportant Désigne un exercice classique, qu’il est nécessaire de savoir refaire de fagon rapide et rigoureuse

&
>\ Difficulté des techniques et outils mathématiques nécessaires

1% Difficulté d’analyse, de compréhension, prise d’initiatives

¥ EXERCICES DE REVISION

Exercice 1.  Course poursuite dans la savane Y1ou2 | X1

Un guépard affamé tente d’attraper une antilope qui I'a malheureusement repéré. Elle s’élance alors que le
guépard est encore a 70 métres d’elle, a une vitesse de 85 km.h-1 qu’elle peut maintenir pendant plusieurs
kilomeétres. Le guépard peut quant a lui courir a une vitesse de 110 km.h, mais seulement pendant 400 m. Au-
dela, il ralentit fortement et I'antilope devient plus rapide. Dans tout I'exercice, on négligera les phases
d’accélération, et on estimera les variations de vitesse comme ayant lieu de maniére instantanée.

L'antilope va-t-elle se faire dévorer par le guépard ?

Rép. : non, elle parvient a s’échapper ! Distance parcourue par I'antilope : 340 m

Exercice 2. Descente dans un parking souterrain D’aprés E. Thibierge  mrorTANT IQ' 2 I X

L’architecture du parking des Halles de Lyon (voir photo ci-
contre) est telle que lorsqu’une voiture descend elle reste a
distance constante de I'axe du parking. On supposera
I'inclinaison de la rampe de parking constante, la voiture sera
supposée ponctuelle, et on supposera qu’elle se déplace dans le
parking a vitesse constante.

1. Le probleme étant étudié en coordonnées cylindriques,
justifier qualitativement que la composante verticale de la
vitesse I/, = Z est constante, puis donner avec le minimum
de calculs les équations horaires de la distance a I'axe r(t)
et de I'altitude z(t).

2. Rappeler les expressions de la vitesse et de I'accélération en coordonnées cylindriques, et simplifier au
maximum ces expressions générales en les adaptant aux caractéristiques du probléme étudié.

Exercice 3. Trajectoires des plombs d'une cartouche (d’aprés cCINP MP 2017) IMF%\NT | V2 | X20u3

Données

r) 712 . e =1 7 -2
On suppose I'accélération de la pesanteur égalea g = —gk avecg = 9,81 m.s™.
- Le référentiel terrestre est supposé galiléen.

- Masse volumique du plomb solide : p = 11 350 kg.m™3.




- Masse volumique de I'air : p, = 1,23 kg.m™3,

Un fusil de chasse permet d’éjecter de la bouche du fusil les sphéres de plomb qui étaient dans la cartouche
avec une vitesse initiale qui, en moyenne, vaut v, =380 m.s™%.

Nous allons étudier la trajectoire d’un plomb de cartouche supposée ponctuelle de de masse m, dont la
dimension est typiqguement de quelques millimétres et la masse inférieure au gramme. On néglige la poussée
d’Archimede.

Premier modéle : trajectoire gravitaire

On considéere le cas ou la vitesse initiale du projectile est

S
—
=

suffisamment faible pour que I'on puisse négliger la force de
frottement fluide de I'air.

1. Etablir I'équation du mouvement sur la base cartésienne 5 Ta
N 0

(figure 1 ci-contre). On note 6 I'angle de la vitesse ¥ avec
le plan horizontal et 8 sa valeur a I'instant initial.

\ . . Figure 1 - Trajectoire
On prend un repére dont 'origine O est la position de la

particule a I'instant initial.
2. Etablir les équations paramétriques de la vitesse et de la position en fonction du temps.
3. Quelle est la nature de cette trajectoire dite « gravitaire » ?

4. Montrer que la portée du tir, c’est-a-dire la distance atteinte par le projectile dans le plan horizontal de
départ (Z = 0), vaut

v sin(26,)

M g

et que la hauteur maximale atteinte par le projectile vaut

_ v§sin®(6,)
M= 2g

5. Donner la valeur de I'angle 8, pour laquelle la portée est maximale.

La portée maximale calculée a I'aide de ce modeéle est 50 fois plus élevée que celle annoncée par le fabricant, il
faut en réalité tenir compte des frottements exercés par l'air. < i ki
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Dans ce cas, la trajectoire differe considérablement de la trajectoire ;
gravitaire. On distingue 3 phases : une premiere phase a mouvement
rectiligne, une deuxieme phase a trajectoire asymétrique autour d’un
sommet et une troisieme phase de mouvement de chute verticale. Il s’agit
d’une « trajectoire de Tartaglia », du nom du mathématicien balisticien
Niccolo Tartaglia (XVI© siécle), qui a décrit les trajectoires (extrait ci-contre)

d’un boulet de canon.

Nous allons nous intéresser a la derniére phase, correspondant au
mouvement rectiligne descendant quasiment vertical Au cours de cette
phase, la balle est soumise a la force de frottement fluide exercée par I'air
qui, dans les cas considérés, est constituée de la trainée aérodynamique qui ;:'"l:::ﬁ::;‘:;*;:ﬁ:‘:m;f{:};::;:{ﬁ:i7:;’:;"::
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ou v est la norme du vecteur vitesse ¥ du projectile, pgestla
masse volumique de I'air, S = mR? est la section de I'objet l
exposée au fluide dans la direction de I'’écoulement et Cp est
un coefficient sans dimension appelé « coefficient de trainée
». Pour les vitesses typiques étudiées (vitesses supersoniques /’\Bu

situées entre 375 et 420 m/s) et pour les formes quasi-

sphériques de projectiles, Cp est de I'ordre de 0,44. 0
. .. . Figure 2 - Trajectoire de Tartaglia
6. Montrer que la vitesse limite atteinte pendant cette

derniére phase vaut :

— 2mg 7
Vo = TpuR2CH (—k).

Expliquer le terme de « mur aérodynamique » utilisé pour qualifier cette derniére phase.

Exercice4. Pendule (d’aprés exos d’oraux ATS 2023) wu%\m I 1% 2 I X2 ou3

Un point matériel M de masse m est suspendu a un fil supposé inextensible de 0

longueur L. On supposera pour les premiéres questions que le fil reste toujours tendu. \

At =0, le point M est laché depuis un angle « par rapport a la verticale, avec une A

vitesse initiale vy. W {

1- Etablir I'équation différentielle du mouvement du pendule en exploitant Ila \ w0
seconde loi de Newton. La retrouver a I'aide du TMC. u ('

2- Déterminer la vitesse v du point M en fonction de 6, angle du fil avec la verticale T; ,  Ur

a uninstant t donné, a 'aide d’un théoréme énergétique ; retrouver I'équation
différentielle du mouvement par une méthode énergétique.

3- Retrouver I'expression de la vitesse v du point M en fonction de 6 en intégrant I'’équation différentielle du
mouvement.

4- Exprimer la tension T du fil en fonction de m, g, @, v, et 6.

5-  Etablir la condition sur vy pour que le fil reste tendu a tout instant.

Exercice 5.  Glissades sur un igloo W23

Le référentiel terrestre est considéré comme galiléen. Un pingouin, assimilé a un M
point matériel M de masse m, mobile sur la surface d'un igloo assimilé a une
sphére de rayon a, subit de la part de celui-ci une action de contact sans
frottement. Le pingouin est poussé depuis le sommet S de l'igloo avec la vitesse

Vo.

1- Le pingouin glisse sur la sphére a partir du point S au sommet de l'igloo,

déterminer I’équation différentielle de son mouvement, vérifiée par I'angle
6 repérant sa position (voir schéma).

2-  Multiplier 'équation différentielle précédente par 6 et I'intégrer par rapport au temps : on obtient une
expression de @ en fonction de 6.




Déterminer la vitesse initiale v ;;,, a partir de laquelle il décolle des le sommet S de I'igloo a l'instant t =
0.

On se place dans le cas ou vy < Vg jim; déterminer le point M; repéré par I'angle 8, ou il décolle.
0 0,lim 1

Vo,lim

Calculer le chemin parcouru sur la sphéere par le point M lorsque vy = 2

Exercice 6.  Saut en parachute (oral ATS 2024) IMI%I\NT |9 1] 10u2

Un éleve d’ATS saute d’un hélicoptere en vol stationnaire. Les six premiéres secondes, I’ATS n’est soumis qu’a

son poids (sans frottements). Puis il ouvre son parachute a t = 65, avec une résistance exercée par le vent F=
—Av (avec A = 40kg.s?). On prendram = 100 kg.

1.
2.

Déterminer d, et v, la distance parcourue et la vitesse atteinte au boutdet = 6 s.

Connaissant la distance parcourue d,, retrouver la vitesse atteinte a cette distance d, en exploitant le
théoréme de I'énergie mécanique.

Etablir I’équation différentielle régissant I'évolution de la vitesse lorsque le parachute est ouvert. Résoudre
cette équation.

Une fois le parachute ouvert, montrer qu’il existe une vitesse limite v; atteinte par le parachutiste. La calculer.

Tracer I'allure de I'évolution de la vitesse au cours du temps. Faire apparaitre v;.

Exercice 7.  Pendule avec butée (oralATS2023) W 10ou2|*1

Une masse ponctuelle m est accrochée a I'aide d’un fil sans masse de longueur [ au point fixe O ; on lache avec
une vitesse nulle et avec un angle 6. A la verticale de O, en un point T situé a la distance d < [, est fixé un clou

(on suppose I'énergie mécanique conservée au cours du choc).

1.
2.

Déterminer I'énergie potentielle de la billeat = 0 (point A = point 1).

Déterminer I'énergie potentielle de la bille quand elle est a la verticale sous d
le point d’attache (point 2).

Exprimer la vitesse de la bille en ce point 2.

B
Le pendule remonte jusqu’a un point B (point 3) formant un angle a avec la .
verticale. Déterminer |'énergie potentielle de la bille en B. -

Déterminer a.

Exercice 8. Ressort comprimé (Oral ATS, 2023) Y 1ou2 | X2

Considérons une bofite assimilée a un point M de masse m, lachée sans vitesse

initiale sur un plan incliné. La distance entre la position initiale de la boite et le
ressort est de D. La boite glisse sans frottements sur le plan incliné qui forme un

angle a avec I'horizontal, et parcoure donc la distance D avant d’arriver sur un

ressort de constante de raideur k et de longueur a vide l,.

1

Déterminer la vitesse de la boite lors de I'impact avec le ressort.
Déterminer la longueur [, du ressort comprimé au maximum (deux méthodes).
Déterminer la distance parcourue par la bofite apres rebond sur le ressort.

Tracer I'allure de la position de la masse au cours du temps (sans résolution de I'équation différentielle
associée)




Exercice 9.

Positions d’équilibre d’un oscillateur de Landau - un exemple de bifurcation

mécanique  (OralATS +ccPTs)) W@ 2| 3

L’oscillateur de Landau est un modele théorique permettant de modéliser efficacement des systemes

physiques pour lesquelles des faibles non-linéarités sont a prendre en compte. Il s’agit d’'une approximation un

peu plus précise que celle de I'oscillateur harmonique pour étudier le comportement de systémes au voisinage

de leur position d’équilibre.

Un exemple de systeme modele permettant de réaliser un oscillateur de Landau A

est un petit anneau, assimilé a un point matériel M de masse m, astreint a se
déplacer sans frottement le long d’une tige rectiligne horizontale choisie comme
axe (0Ox). M est accroché a un ressort de longueur a vide L, et de raideur k.

L'autre extrémité A du ressort est fixe et se situe a la distance a du point O.

|
|
|
a:
|
|
|
|

L'objet de ce probléme est de déterminer une bifurcation, a savoir une @, M
modification du nombre de positions d’équilibre, d’'un changement de stabilité des positions d’équilibre...

1-

Rép. :

Cette question (facultative pour la suite) doit étre résolue sans aucun calcul : dans les 2 cas a > L, puis a <
Ly, discuter qualitativement le nombre de positions d’équilibre et leur stabilité.

Pour une valeur de a quelconque, déterminer I’expression de I’énergie potentielle globale de M en fonction
dek, Ly, aetx.

La courbe d’énergie potentielle est représentée ci-dessous (version couleur sur le site de la classe) pour

L L . . . .
quatrevaleursdea:a; = 1—3, a, = ?", as; = Ly eta, = 3Ly. En raisonnant qualitativement sur I'expression

de I'énergie potentielle et les positions d'équilibre, attribuer chaque courbe a la valeur de a qui lui
correspond.

Déterminer par le calcul les positions d’équilibre dans les 2 cas a > L puis a < L et discuter de leur stabilité.

Tracer sur un méme graphe les positions d’équilibre x,, en fonction de la distance a. Justifier le nom de
bifurcation fourche donnée a cette situation.

On dit également qu’il s’agit d’'une bifurcation a brisure de symétrie. Justifier cette expression.

31) 1 R | 1 . I
2.5 S .7 .
2.0 k. ‘
= L5EN\
LQQ‘ 1.0
0.5
0.0
—0.5 ' ' L '

—1 0 1 2 3
;IZ/ED
4)x=0etx =+./L3 —a?sia<Llo;

x=0sia>Lo

2) Ep(x) :% k(Vx% + a? — Ly)* + cte

Exercice 10.

Skieur (Oral ATS 2023) IMF%\NT I:Q" lou2| X1ou2

Un étudiant de prépa glisse sur une piste de ski depuis une altitude h = 15 m. Sa vitesse initiale est nulle. On

note o = 30° I'angle entre la piste et I’horizontale et on néglige tout frottement dans un premier temps.

1.

2.

Déterminer sa vitesse finale sachant qu'il est parti du haut de la piste sans vitesse initiale.

Combien de temps faut-il au skieur pour atteindre le bas de la piste ?




3. On tient compte a présent d’une force de frottement solide constante F. Déterminer I'expression de la
vitesse du skieur en bas de la pente en fonction de la force F.

Exercice 11. Vibration de la molécule de monoxyde de carbone U2 | X2

Une molécule de monoxyde de carbone CO est modélisée par 2 masses ponctuelles m; pour I'atome de carbone
et m, pour I'atome d’oxygene. Pour simplifier, on considérera que I'atome de carbone est fixe dans un
référentiel galiléen, et que I'atome d’oxygene ne peut subir que des déplacements rectilignes le long d’un axe
Ox. L'attraction gravitationnelle est négligeable a

25 T T T ! T !

cette échelle.

L’énergie potentielle d’interaction des 2 atomes,

associée a la force qui les lie, est représentée par , ] - " ]
ré i o Energie potentielle d’interaction
équation empirique :

q Pira entre les atomes de carbone et

soll iR E

2 150 , R .
V(r) = Vo (1 _ e—ﬁ(r—ro)) % d’oxygéne dans la molécule de
et monoxyde de carbone

Ou r est la distance des noyaux des 2 atomes et V,, =

10
[ et 1y sont des constantes positives.
On donne ci-contre le graphe de V(r) :

5_

% 100 200 300 200 500 600 700

r (pm)

1- Quelle est la dimension de 8 ? Que représentent physiquement V,, 1, et 71 ? Faire apparaitre V, et 1 sur
le graphe et donner leurs valeurs.

2- Linteraction qui lie les 2 atomes est-elle répulsive ou attractive quand leur distance r est inférieure a la
position d’équilibre ? Méme question si leur distance r est supérieure a la position d’équilibre.

3- Analyser qualitativement le mouvement de I'atome d’oxygéne si son énergie mécanique est inférieure a

Vo.

4- En effectuant un développement limité a I'ordre 2 de I'énergie potentielle d’interaction au voisinage de 1y,
montrer qu’il existe un domaine de distance ou I'interaction entre les deux atomes peut étre modélisée par
une force de rappel élastique de raideur k dont on donnera I’expression.

5- En déduire la fréquence des petites oscillations de la molécule de monoxyde de carbone autour de sa
position d’équilibre.




TD CHAPITRE MK.0 — PARTIE 1 : REVISIONS DE PREMIERE ANNEE - CORRIGES

Exercice 1. Course poursuite dans la savane

Soit v; = 110 km.h™! = 30,6 m. s? la vitesse maximale du guépard, et 7, la durée de sa course a cette vitesse v, qu'il

c . d 400
maintient sur la distance d; = 400m. 7, = V—G =300~ 13,1s.
G )

Pendant cette durée 7, I'antilope parcourt une distance d, a la vitesse v, = 85 km.h™! = 23,6 m.s?, soit

—236xﬂ~3086m
A~ AGIT ST 30,6 ’

En supposant une course en ligne droite, sur un axe (Ox) d’origine O la position initiale du guépard :

la position initiale de I'antilope est x, o = 70 m, sa position finale est IxA‘F = X0+ dAI =378,6 m;

la position initiale du guépard est x; o = 0, sa position finale est |xG,F =Xgot+ dg | =400 m

L’antilope ne parvient pas a s’échapper...

Exercice 2. Descente dans un parking

Le mouvement est implicitement étudié par rapport au référentiel terrestre : il est sous-entendu que toutes les dérivées
sont calculées par rapport a ce référentiel.

1) L’énoncé indique que la voiture reste a distance constante d’un axe, autour duquel il y aura une rotation : cet axe a
donc une importance particuliere pour le mouvement, il est naturel de le choisir comme axe z d’un repérage cylindrique,
et de d’autant plus que la distance est constante.

Par hypothése, r(t) = R = cte. Par ailleurs comme la voiture se déplace a vitesse constante sur une rampe d’inclinaison
constante, sa vitesse de déplacement vertical V, est constante, donc z(t) = V,t + z, ou z, est déterminé par une
condition initiale.

2) Enrepérage cylindrique: v(M)g =71, +1 0 Ug + 21, et
aM)z =7 — 162wy + 270 +76)ug + 7u;
Soiticiavecr(t) = R = cteetV, =7 = cte, v(M)r=ROUg +V,u, et a(M)g =(—R 62)u, + (R 6)ug
3) Lavoiture est supposée rouler a vitesse uniforme V dans le parking. En le traduisant sur la norme du vecteur vitesse,
||M”2 — V2= R202 412

On déduit de cette équation que la vitesse angulaire @ est constante, et par conséquent 8 = 0. L’accélération se simplifie

N A 2———) . .
alorsen a(M)gr = —R 6-“u,, elle est donc toujours radiale.

Exercice 3. Trajectoires des plombs d'une cartouche (d’aprées CCINP MP 2017)

Premier modele : trajectoire gravitaire

1) Systéme : point M de masse m étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

Bilan des actions mécaniques extérieures (BAME) : poids P= mg (chute libre)

Principe Fondamental de la Dynamique (PDF) : mg = md,; = m%

Etude cinématique : coordonnées cartésiennes, en choisissant un axe (0z) vertical ascendant et un axe (Ox) horizontal
vers la droite. La vitesse initiale étant dans le plan (Oxz) ainsi que la résultante des forces, mouvement plan. On a donc
- . —> . —
v=xu,+2u,




{ mi =0

Projection du PFD sur u, et u, : mé = —mg

2) Onintegre les équations précédentes une premiere fois par rapport au temps, en exploitant la vitesse initiale afin de
déterminer les constantes d’intégration :

x = vycos(ag) )
z=—gt +vysin(ay) (2)

Puis une seconde fois, la position initiale correspondant a I'origine du repere :

x(t) = vycos(0,)t 3
1
z(t) = —Egtt2 + vysin(0,)t %)
3) Avec I’équation (3), on peut exprimer le temps en fonction de I'abscisse x : t = —~ __.en injectant dans (4), on

vg cos(8g) ’
obtient I'’équation de la trajectoire, correspondant a une parabole :

1 x 2
z=—2g (m) +xtan®) (5

Remarque : Afin de pouvoir indiquer que la trajectoire est parabolique, il faut étudier I'équation Z(X). En aucun cas
I’équation Z (t) ne permet d’accéder a la nature géométrique de la trajectoire !!

4) La portée du tir est la valeur X, # 0 de X telle que Z = 0. En utilisant I'équation (5) :

2v§ v3
Z=0etX+0 Xy =7cos (6p) tan(By) = ?sm(26’0) =Xy

La hauteur maximale du tir correspond a I'altitude Z(t,) = H,, quand Z = 0 , atteinte a I'instant t,, soit en utilisant

I’équation (2), pour t; = w’s;ﬂ; dans I'équation (4) :

1 (vsin(6y))’ vy sin( 6,
Hy =2(t) = -39 (%(“)) v UOSin(go)%(O)

_ v§ sin?(6,)

‘ Attention !!! Pour obtenir Hy,, il faut utiliser t; dans Z et non dans X !!

5) Langle initial pour lequel la portée est maximale est la valeur de &, pour laquelle C:(TM = 0; soit :
0
P 278 cos(2) =0 20)=0 & 20y ==
—— =2—cos =0 < cos = S ==
a6, g 0 (] 0=5 [7]

Et comme 6, € [0, g], la solution est : {6y = Z.

Deuxiéme modeéle : trajectoire de Tartaglia ; Troisieme et derniére phase : mouvement rectiligne descendant

6) Cette phase correspond a un mouvement de chute avec résistance de I'air puisqu’on tient compte de la force de
frottement de I'air (dans la chute libre, la seule force qui s’exerce sur I'objet est son poids).

PFD : Fr+mi=m%Z

dt
On pose ¥ = —vk puisque le mouvement est vers le bas.
paSCD 2 - - dﬁ dU -
+ vik—-mgk=m—=-m—
2 g dt dt
PSS dv
v° —mg =-m—
2 g dt




NP . Y . dv = p,Scp
d’ou I’équation différentielle : pr ‘;—172 =g
m

. . . d
Quand la vitesse limite est atteinte, d—’: =0, etdonc:

PaSD o _ 0 (g = |2
2m ® @ mR%p cp

On parle de « mur aérodynamique » car la vitesse de cette phase est limitée par la force aérodynamique : force de
frottement fluide ; de plus, plus les frottements sont importants et plus la vitesse limite est faible.

Exercice 4. Pendule

1) Systéme : point M de masse m, étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen 0 .
Etude cinématique : mouvement circulaire, choix des coordonnées polaires ,\
en coordonnées polaires, V(M) = L 615 et a(M)g = (— L 6%) @, + (L 6) ug 0 ‘{T
Bilan des actions mécaniques extérieures : M subit \{ g
e Son poids, vertical descendant : P = m § = mgcos6 U, — mgsin® g M_; T
{

e latension du fil dirigée selon le fil vers O et de norme T inconnue : T=-T u,

a) PFD:Selon la 2" |oi de Newton dans un référentiel galiléen : P+T=m a(M)g

Projection sur p + T = ma(M),
u, mgcosf + -T = —mlL 6?
Uy — mgsin® + 0 = mL @

Equation différentielle du mouvement : correspond a la projection sur uy :

mLl = —mgsind & LA+ gsind =0 ‘

b) TMC:

Théoreme du moment cinétique (TMC) par rapport a I'axe A de rotation du pendule (axe (0z) orthogonal au plan du
mouvement, fixe dans le référentiel terrestre galiléen correspondant au référentiel d’étude) :

dLy(M)z,
dt

= z My i(F) = Mu(P) + M,(T)
Rg i
Moments de forces :
]\/[A(?) = 0 (Force centrale, la droite d’action passe par I'axe, le bras de levier est nul).
My(P) = My(P).; = OM £ B). TG
Avec P = m § = mgcosé U, — mgsinf ug, OM AP = LU, A (mgcos U, — mgsind Ug) = —mgLsin

M, (?) = —mgLsin@

Aussi, plus simplement :MA(?) = +P X bras de levier = —mg X bras de levier = —mgLsinf

rotation par P
dans le sens négatif

Moment cinétique

La(M) = 6(M) = L;o(M) .4, = (OM Amu(M)).u; = mL*6 soit




dLy(M) sz,

=ml%
dt m

Rg

aLa(M)/zg
’ dt

T™C

= MA(TJ)) + MA(—T’) &  ml*0 = —mglsind & 6 +%sin9 =0

g

2) Etude de la vitesse a I'aide d’un théoreme énergétique
On introduit I'axe (Oy) vertical descendant

Bilan des actions mécaniques extérieures s’exercant sur le systeme :

- Poids, associé a I’énergie potentielle de pesanteur Ep,, = —mgy en choisissant le point O comme
origine des potentiels (choix arbitraire).

- Tension du fil, qui ne travaille pas (toujours perpendiculaire au déplacement ¢

Le systéme est donc conservatif.

y=++fcosb Y

\ s epe . . . DY . o o T
Penser a veérifier la cohérence de I'expression établie a I’aide de cas particuliers tels que 8 = 0 ou 8 = 2 !

D’ou, avec I'origine choisie : E,=- mg¥ cos 0
Energie mécanique en un point quelconque caractérisé par I'angle 8 : Em = Ec + Ep ;

le point M décrivant une trajectoire circulaire de rayon [, sa vitesse est v = 18, et donc son énergie cinétique : Ec = Em{’ZHZ

soit finalement Em = %mfzéz —mglcos@

TEM entre |'état initial et un point M quelconque :
Em(M) — Em(M,) = W, =0
Soit
1 1
Emv2 —mglcosf = Emvo2 —mglcos

D’ou

v2 =v,% +2gl(cosf —cosa) < |v =\/v§ + 2gL (cos8 — 1)

Remarque : on pouvait également déterminer I'équation différentielle a I'aide du TPM (théoreme de la puissance
meécanique) :

1 202
Em=§m€ 6 —mglcosb

D’aprés le théoréme de la puissance mécanique pour un systéme conservatif, on a

dj—:l =0 = m#?06 + mglhsin@
Attention au calcul de la dérivée 11! il s’agit d’une dérivée par rapport au temps, avec f(t) = %mfzéz = f(@ (t)), soit
la dérivée d’une fonction composée.

af df deé y df
OnGG/OFSf,(t)ZEZE.EZ E
6=0

I C
m£“06 + mglfsinf =0 < {€Zé+glsin6=0

La solution 8 = 0 correspond a une vitesse toujours nulle, donc un systéme arrété, ce qui n’a pas d’intérét pour I'étude du
mouvement.




L’équation différentielle du mouvement est donc : 20+ glsinf=0 o |6+ %sin 6=0

3) Vitesse a partir de I’équation différentielle du mouvement :
On multiplie 'équation différentielle du mouvement par 6 pour pouvoir intégrer par rapport au temps :
- gOsind= L6 @

On obtient alors aprés intégration : g cos 8 = éL 0% + cste K

. . 2 2
OorV = L |6]| donch?= 'Z—Z, la relation précédente devient : g cos 8 = éVT +K
2
Deplusat = 0,V = Voetf = 0,doncK = g — é%"
Pour finir v2 = vo? + 2gL (cosf — 1)v = \/vg + 2gL (cos@ — 1)
4) Etude de la tension du fil
. 2
D’aprés la projection du PFD selon i, , on a mgcos@ -T = —mLB?= —m VT

2
Soit T=mgcost9+%

2
Filtendusivt, T >0 & Vi, T=mgcos€+%>0
Orv? =v2 +2gL (cos@ —1)doncT = mgcost9+%.[v§+ZgL(cost9 -1)]

Soit

vg
T = mT+ mg (3 cos 0 - 2)

2
Le fil reste tendu a tout instantsi Vt, T >0 < V0, m%" + mg(3cos-2)>0 &
2 2
V6,2> g(2—3cos) = L>g(2-3(-1))=5g

2
pour que la tension reste toujours positive, il faut que % soit supérieur a la valeur maximale de g(2 — 3 cos 8), atteinte
( lat tet tive, il faut 5 g

pour 6 = )

2
)
—>5
L )

Vg , . . . . , e . .
Si TO > 5g,v et T nes’annulent jamais. M a un mouvement circulaire révolutif (I'angle 6 ne fait que croitre)

Exercice 5.  Glissades sur un igloo V2 | X3
1) Systéme : pingouin = point M de masse m, étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

Etude cinématique : mouvement circulaire sur la sphére, choix des coordonnées polaires. On a, le mouvement étant
circulaire derayona : (M) = a0 uy etd(M)g = (—a6?)u; +ab uy

BAME (Bilan des actions mécaniques extérieures) :
poids P = mg§ = —mgsin6 u, + mgsin6 T,
réaction normale du support : R=N= Nu,

PFD: md=P+R

Projection du PFD sur iz : ma# = mgsin

_ 9
9—a51n(9)




2) 66 = i—lésin 6)

v,

Enintégrant entre t = 0 et t quelconque, soit entre 8, = ;" etfetOeth:

b g (t.
f@edtz—f fsin (6)dt
0 alo

1.1° g
- 92] =Z[—cos0]8
[2 6, @

. 2g vE
6% = 6§ +— (1 - cos ) =—

+291 ~ cost
A A cos )

3) Le pingouin décolle lorsque la réaction du support N s’annule. Par projection du PFD sur i, :
. vE
N =3mgcosf — 2mg —maBZ = m|3gcosf — 2g 7

”; : . vé vg
Au sommet de I'igloo,ona 8 = 0 soitcosd =1 : N=m(3g—2g—:) =m(g—;)

2
v
N>0 o g—70>0 e vi<ga &  vy<,ga

Vo,lim = \/%
2

4) Pour une vitesse v, < ./ga, il décolle pour 8;tq N =m (3g cosf; —2g — %") =0 &

2
Vo
3gcosB, =2g +7
0 2 N v
cosb; =|(z+-—
! 3 3ga
5) Avecvy, = v(’% = @, décollage en 6, tel que cos 6, = (2 + 453:a) = 1% = Z

Distance parcourue sur le cercle de rayon a :

¢ aarcos ;)
= a.arcos 2

Exercice 6. Saut en parachute (oral ATS 2024)

1. Systeme : étudiant supposé ponctuel étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen
Repérage : axe (0z) descendant, d’origine la position initiale de I'étudiant au début du saut.

Bilan des actions mécaniques extérieures : pour la premiere phase avant ouverture du parachute
poids P = mg = mge,

Principe fondamental de la dynamique : mZ—: =P = mg

Etude cinématique : En I'absence de vitesse initiale et de force autre que selon e,, mouvement rectiligne vertical :

b=se; et D= e

- z dt - z
Projection sur e, : mZ =mg
Soit zZ=9g

Mouvement rectiligne uniformément accéléré.

En intégrant par rapport au temps, avec les conditions initiales : v(0) = 0 et z(0) = 0 :




Z =gt + cte =gt
cl.
1 1
z =§gt2 + cte = - gt*

(]
C.1.2

Apres une chute d’une durée t; :

1
dozzgtoz =180m ; vo=gto=,/2gdo|=60m.s‘1

2. Théoreme de I'énergie mécanique entre z = 0 etz = d, en I'absence de force non conservative :

1
AEm =0= Emvo2 —mgd, vy = +/2gd,

3. Apres ouverture du parachute :

Bilan des actions mécaniques extérieures :

a1

=mg = mgu, (etE, = —mgz + cte)
F=-Mvw, (etP =F.% = —Av?)

Principe fondamental de la dynamique projeté :

dv_ 1 =>dv+l _
mdt—mg v dt mv—g
dv+/1 _
dt mv—g

Equation différentielle du premier ordre a coefficients constants positifs et second membre constant, soit sous forme
. m e e
canonique avec 7 = — temps caractéristique :
dv. v vup

dt 't 1

t
Solution Générale a I’équation Homogéne : v, (t) = Ae™ =

Solution Particuliére a I'équation Compléte : v, (t) = vy,

t
Solution Générale a I'équation Compléte : v(t) = Ae™ 7 + vy,
Nouvelle origine des temps, ouverture du parachute :
Constante d’intégration a I’aide des conditions initiales :
v(t=0) = A+ v, =

équation Cl.
at=0

Vo

~

A =vy — Vg

vitesse v(t) (m/s)

t
V=V~ Vymle T+ Vym

Aprés ouverture du parachute :

Vitesse limite atteinte lorsque I'accélération devient v
nulle : £
(]

(2]

s aviim 0

PFD projeté : m— = =mg — Avpm =0 = =t
>

mg 0 5 10 15 20 25 30

A
—Vs; = = (Vy; = —
m um g lim 2

Temps t (s)

AN.: Vg, =100 X -2 = 25 m. 57!




Exercice 7.  Pendule avec butée
1) Systéme :la masse; Référentiel : terrestre, supposé galiléen
Bilan des actions mécaniques extérieures :
- poids P= mg, dérivant de |'énergie potentielle de pesanteur,
- tensiondufil T
La tension du fil ne travaille pas car elle est toujours perpendiculaire au déplacement : systeme conservatif.
Théoréme de I’énergie mécanique au systéme conservatif entre le point A=1 et le point 2 :
En(2) = En(1) = W (Fron conservative) = 050it Ep(2) = Ep(1) = 0
Soit z, I'axe vertical ascendant, d’origine le point le plus bas (point 2).
Energie potentielle de pesanteur : E, =mgz + cte
En choisissant le point le plus bas comme origine des potentiels : E,(z = 0) = 0 + cte = 0, d’ou cte =0

E, =mgz

at = 0(pointA): |Ep(A) =mgz, = mgl(1l — cos 90)‘

2) Aupoint2:E, =0 etaupoint1:vitesse initiale nulle
Entre le point 1 et le point 2, I'énergie mécanique se conservant :

Em(l) = Em(z) = Eq+ Epl =E, + Ep2

1
mgl(1 — cos§,) = S m v3

‘vz =,/2gl(1 — cos 90)|

3) Aupoint3, E, 3 =mgz; = mg(l —h)(1 — cosa)

Entre le point 2 et le point 3, I'énergie mécanique se conserve a nouveau, le systeme restant conservatif.

En 3, V3 = 0.
Em(z) = Em(3) A d Eg, + Epz =E3+ Ep3
1 1
> mv: =mg(l—h)(1 —cosa) = > m2gl(1 — cos8,)
cosa=1-— a—n (1 —cos8y)

Exercice 8. Ressort comprimé (Oral ATS, 2023)

1. Systéme: point M. BAME : pesanteur, avec axe (Oz) vertical ascendant d’origine le point O en bas de la pente,
origine de I'Epp : Epp = mgz

Soit (Ox) I'axe ascendant suivant la pente, de méme origine O que I'axe (Oz)

Onadoncz = xsin(a) et Epp = mgxsin(a)

Théoreme de I'énergie mécanique entre le point | : position initiale et le point A : impact avec le ressort qui est alors a sa
longueur a vide [,

1 1
Ep = Epa = —mvs + mglysin(a) = 0+ mg(D + ) sina = —mvs; = mgD sina =

2 2
vy =4/2gD sina

2. Méthode N°1 : Soit B point ou le ressort est comprimé au maximum (point du demi-tour) :




BAME : pesanteur: Epp = mgz
Energie potentielle élastique : Epe = %k(l —1,)?
Théoréme de I'’énergie mécanique entre le point O et le point B en supposant qu’il n’y a pas de dissipation d’énergie lors
de I'impact :
1
Eno = Enp = Ek(lc —1)? + mgl.sina =mg(l, + D)sina

gle

2mg | 2m . 2 2
(e —1p)? = sina (I, + D) — sina = 1. — 21l + 1,

mg .
sina(ly+D)=0

m, 2
L2+ Z(Tgsina ~ o) L+ 1o -

mgsina
k

Remarque : PFD a I'équilibre projeté sur (Ox) : —mg sina — k(léq - lo) =0, soit lgg =1

On peut également poser x; = [y + D
12 = 2lgg I+ 1y° — 2(lgg — lo)x; = 0

Soit en posant L2 = 1y* = 2(Ig; — lo)x; = lg” — 2(leg — o) (Lo + D) = 1y* — (2Lgylo

12 =2l l.+12=0

2y + /41éq2 — 412
I = > =gy + /léqz — 12
. 2 .
Or [, étant la distance minimale : [, = [ — /léqz — 12 =l — \[(lo - mg;ma) — 1,2 - ngima (l + D)

. 2 :
mg sina mg sina
lczléq_\/< % > + 2 k D:léq_\/(lo_léq)(lo_léq-l_ZD)

mg sina mgsina /mg sina
I =l — 29 —J g ( g +2D)

k k k

Méthode N°2 : PFD a I’équilibre projeté sur (Ox) :

mgsina — k(xeq — {’0) =0  soit xgq =lgg =1 — mg:na
PFD projeté sur (Ox) : mg sina — k(x — €y) = m¥
d'oUmJ'c'+k(x—xeq)=0:>X+w§X=O avecwz\/% et X =x— X

X =X —Xeq = Xp.cos(wt + @)

X =% =—wX,.sin(wt + @)

X(t) sera minimum pour cos(wt + @) = —1etdonc Xpin; = ¢ — Xeq = —Xp =
mgsina
te = Xegq —Xm =4 _T_ m

C.l. : en prenant comme instant t = 0 le moment du premier impact au point A, avec x(t = 0) = [, et

x(t=0)=v, =,/2gDsina
lo — Xeq = Xpm.cos( @)

vy = —w Xp.sin( @)

VN2 mgsina\’> 2mgD sina
X2 (cos?(@) + sin*(9)) = X34 = (lp — xe)* + ( A) = ( 2 ) + ’

w k k

b= Xoq — Xm = leg — J(lo —log)" +2(lo — Leg)D = leg — \/(lo —leg)(lo — leg + 2D)




mgsina ( mg sin a)z 2mgD sina
k 0 k k

Exercice 9. Positions d’équilibre d’un oscillateur de Landau — un exemple de bifurcation mécanique

1) Systéme: point M ; soumis a son poids, la tension du ressort et la réaction de I'axe (Ox) (orthogonale a I'axe en
I’'absence de frottements).

Sia < Ly :lorsque le point M se trouve en O a la verticale du point A, le ressort est comprimé. Il n’y a alors aucune force
selon I'axe (Ox), et ce point O correspond a une position d’équilibre.

Si on écarte un peu M du point O, le ressort comprimé va avoir tendance a éloigner M de O, qui est donc une position
d’équilibre instable.

De plus, il va alors exister deux positions de M, symétriques par rapport a O, telles que AM = L. Dans ce cas, il n’y pas
d’action du ressort, et aucune force selon (0x) : il s’agit donc de deux autres positions d’équilibre. En écartant un peu de
ces positions, le ressort sera soit comprimé, soit étiré, et aura tendance a ramener M vers la position ou il est a sa longueur
a vide : ce sont des positions d’équilibre stable.

Au contraire, sia > L, le ressort est toujours étiré et la seule position ol il n’y pas de forces selon I'axe (Ox) est le point
O, qui correspondra a une position d’équilibre stable. En effet, en déplagant légérement M a proximité de O, le ressort étiré
va ramener M vers O.

2) On étudie le point matériel M de masse m dans le référentiel terrestre galiléen.

BAME : Les forces subies par M(m) sont

- le poids d'énergie potentielle de pesanteur associée Epp constante, I'altitude du point M étant constante. On peut
par exemple la choisir nulle : Epp=0

Remarque : Ce choix d’origine des potentiels n’influence aucun des résultats ci-dessous car seules les dérivées premiere

et seconde de I’énergie potentielle sont exploitées.

- la réaction normale du support, qui ne travaille pas, les déplacements ayant lieu sans frottements, a laquelle on peut
donc associer une énergie potentielle nulle.

-la force de rappel du ressort d'énergie potentielle associée Ep,(x) = %k(L — Lg)?avec L = Vx2 + a2

L’énergie potentielle globale est I'énergie potentielle élastique et a I’expression suivante :

‘Ep(x) =§ k(L — Ly)? +cte = % k(Vx? +a? — Ly)? + cte.‘

3) On peut utiliser la discussion de la premiére question, ou en reprendre une basée sur I'expression de I'énergie
potentielle obtenue. Si a < L, alors deux positions de M, symétriques par rapport a O sont telles que AM = L,. Dans
ce cas, I'énergie potentielle élastique est nulle, et il y aura donc deux minima d’énergie potentielle totale. Au contraire,
sia > Lg, le ressort est toujours étiré et I'énergie potentielle élastique jamais nulle. Ce raisonnement qualitatif se
retrouve bien s(r sur I'expression mathématique de Ep.

Ainsi on peut identifier la courbe en pointillés violets (la plus haute) au cas a, = 3L,. La courbe en points verts (la plus
basse en x = 0) ne fait apparaitre qu’un seul minimum, mais son énergie potentielle est nulle : elle correspond au cas
limite a; = L. Enfin, il reste a identifier les 2 derniéres courbes, ce qui peut se faire a partir de la valeur de I'énergie
potentielleen x = 0.

Elle est plus élevée sur la courbe bleue en trait plein que sur la courbe rouge (tirets), signe que le ressort est davantage
Lo

. - L N
comprimé. On en déduit que la courbe bleue est celle du cas a; = % alors que la courbe rouge correspond a a, = 3




4) Point d'équilibre stable : ddﬂ
dEp

=0e .
x lx=xeq dx2 X=Xeq Ep(x)A
. V2 .rs . dzEp ; ;
Point d'équilibre instable : -~ =0et-— <0.
¥ x=xeq ¥ x=xeq : : instabl
Xe instable

Xe Stable
dEp _ _ Lo ‘
= kx(1 m) et R
d’Ep _ __ Lo 2 Lo _ _ Led?
dx? k <1 \/m) T hex (x2+a?)3/2 k(1 (x2+a2)3/2)

Donc%zo pourx=0etx = +,/L4 —a?sia <Lo

dEp

o 0 pourx =0uniquementsia > Lo

d2Ep

a? .
x=\m—k(1-g)>0$la <Llo et ax?

=k(1-2)>0 0sia >Loet<0sia <L
x=0 a

d2Ep
De plus, F

Sia < Ly, x = 0 est position d’équilibre instable et x = +./L3 — a? sont deux -

positions d’équilibre stables. ) Xe — instable
! = = stable
Sia > Ly, x = 0 est position d’équilibre stable [
| s
5) Pour a = L, le systéme bifurque vers d'autres positions d'équilibre que x = 0. | A
L'allure du tracé rappelle une fourche d'ou le nom " bifurcation fourche". B i‘ ':% 1
| '
6) On passe de 3 positions d’équilibre a une seule en fonction de la valeur de la distance { el
Loa
a; de plus, la position d’équilibre existant dans tous les cas de figure change de j
stabilité. C’'est pourquoi on parle de brisure de symétrie.
a

Exercice 10. Skieur

Systéme : étudiant supposé ponctuel étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen

Bilan des actions mécaniques extérieures :
poids P (dérivant de I'énergie potentielle de pesanteur E,, = +mgz + cte, avec z altitude, origine au point B au
niveau du sol)
réaction du support R_N—)(supposée normale au support en négligeant les frottements solides), ne travaille pas,
étant toujours normale au déplacement

1. Etude énergétique :
Théoréme de I'énergie mécanique entre le point A : position initiale du skieur en haut de la piste et le point B : skieur en
bas de la piste :
Em(B) - Em(A) = W(Fnon conservative) \f 0

systeme
conservatif

De plus, par définition de I’énergie mécanique, on a

1
Em=EC+Ep=EC+Epp=§mv2+mgz+cte




D'ou E,,,(A) = %vaz +mgz, +cte = mgz, +cte et

—_—
vitesse RN
initiale

nulle

En(B) = %mvB2 + mgzy + cte = %mvfz + mgzg + cte

En exploitant E,,(B) — E,,(A) = 0avecz, —zz = h: %mvfz —mgh=20

vp = [2gh|~ V2 x 10 x 15 = /30 x 10 = ¥300 = 10V3 ~ 17 m.s~*

2. Principe fondamental de la dynamique : md = P+ m

projection sur le vecteur unitaire u, associé a I'axe (Ox) correspondant a la pente, dans la direction du mouvement :
mi=P.U, +Ry.Uy =mgsina+0 & X =gsina
En intégrant par rapport au temps en exploitant la condition initiale (vitesse initiale nulle) :
X =gtsina +K = gtsina (2)
K
%#(t=0)=0

En intégrant a nouveau par rapport au temps, en choisissant la position initiale comme origine de I'axe (Ox)
x =Y gtisina+K = % gt*sina (2) ;en exploitant x; = Sl% dans (2) : expression x(t) :

Cl.:
x(t=0)=0

2 Xf _ 2h0
g sina g sin?a

tr =

4x30
9,81

A.N.:avecsina =0,5: ty = =3,5s

3. Travail de la force de frottement :

h

sina

B B
w (F) =L —Fu,.dOM =L —Fdx = — Fx; = —F

Systéme : étudiant supposé ponctuel étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen

Bilan des actions mécaniques extérieures :
- poids P (dérivant de I'énergie potentielle de pesanteur E,,, = +mgz + cte, avec z altitude)
- réaction normale du support R_N—>
- Force de frottement solide F = —F1,, non conservative

Etude énergétique :

Théoréme de I'énergie mécanique entre le point A : position initiale du skieur en haut de la piste et le point B : skieur en
bas de la piste :

B
Em(B) - Em(A) = W(Fnon conservative) = f _Fu—ag-dOM =—-F—
A sina

1

Avec E,,(A) = zvaZ +mgz, +cte = mgz, +cte et
vitesse
initiale
nulle

1 1
En(B) = ;mvB2 + mgzy + cte = Emvfz + mgzg + cte
En I'exploitant le Théoreme de I'énergie mécanique entre les points Aet B :

Ey(B) — En(A) = —F

1 2
avec z,—2zg=h: =-mv;*—mgh=—-F
Sina A B 2 f g

sina




soit

1 . h—F h —h( F)
Emvf —mgn - sina mg_sina

D’ou

vr = 2’1(9‘%@)

Exercice 11. Vibration de la molécule de monoxyde de carbone
1) L’argument d’une exponentielle étant nul, [8(r — 1y)] = 1, soit [B]=L1

Vo = lim V(r) : valeur de I'énergie potentielle quand les atomes sont infiniment éloignés I'un de I'autre, ou séparés,

T—00

donc lorsque la molécule est cassée.

B~ distance caractéristique de I'interaction : si (r-r,) > B~ alors V =V, la molécule peut étre considérée comme
cassée, alors que sinon il y a interaction entre les deux atomes.

V(r) est minimum quand r = r;, qui correspond donc a la position d’équilibre stable des 2 atomes. C’est donc la longueur
de la liaison

Vo=~8eVetry,~ 120 pm.

2) r <1y :I'équilibre étant stable, I'atome d’oxygéne a tendance a revenir a sa position d’équilibre, et donc a s’éloigner
de I'atome de carbone : I'interaction est répulsive.

r > 1y :I'équilibre étant stable, 'atome d’oxygéene a tendance a revenir a sa position d’équilibre, et donc a se rapprocher
de I'atome de carbone : I'interaction est attractive.

3) L'atome d’oxygene est alors dans un puits de potentiel, il reste au voisinage de sa position d’équilibre stable car dés
qu’il s’en éloigne, il subit une force qui a tendance a I'y ramener. Trajectoire bornée, état lié, avec un mouvement
oscillatoire : les atomes vibrent au niveau de la liaison en se rapprochant et s’éloignant périodiquement. V, apparait
alors comme I'énergie mécanique minimale a fournir a la molécule pour casser la liaison et obtenir des atomes dans un
état de diffusion.

4) On se sert du fait que e* =~ 1 4+ x pour x « 1. On fait donc I'hypothése que r est suffisamment proche de r, pour
quer — 1y < 1/B donc e AU ~ 1 — B(r — 1,). Ainsi en développant I'expression de I’énergie potentielle
d’interaction :

2 k
V) =Vo(1 =1+ Br =1)) = Vof*(r = 10)* =5 (r = 1)”

Cette énergie potentielle est donc de la forme de celle associée a une force de rappel élastique de raideur |k = 2V, 52|

- . . . . . dE N
5) En utilisant I'approximation harmonique, en considérant le probléme conservatif, on a d—;" = 0,d'ol:

d(l '2+k 2)—0@ 7+ k =0
It - mr 2(r )% | = mri (r—r)r=

\ . ) s . , . . ., . k
D’ou, en posant x = r — 1, on obtient I'équation d’un oscillateur harmonique mx + kx = 0 de pulsation wy = \/%

La fréquence des petites oscillations est donc
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