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Passage à la représentation matricielle





x1 + 2x2 + x3 − x4 − 2x5 − 3x6 − 3x7 = 13

3x1 − x2 − x3 + 2x4 + x5 + 3x6 − 3x7 = −15
x2 − x3 − x4 − 2x5 + 3x6 − x7 = 7

−3x1 − 2x2 − x3 + x4 − 2x5 + 2x6 − 3x7 = 11

3x1 + x2 + 2x3 + 3x4 − x5 + 3x6 = −24
−x1 + x2 + x4 + 3x5 − 3x6 − x7 = −3
2x1 + x2 + 3x3 + x4 − 3x5 − x6 + 3x7 = −8
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• + 2• + • − • − 2• − 3• − 3• = 13

3• − • − • + 2• + • + 3• − 3• = −15
• − • − • − 2• + 3• − • = 7

−3• − 2• − • + • − 2• + 2• − 3• = 11

3• + • + 2• + 3• − • + 3• = −24
−• + • + • + 3• − 3• − • = −3
2• + • + 3• + • − 3• − • + 3• = −8

3





1• + 2• + 1• − 1• − 2• − 3• − 3• = 13

3• − 1• − 1• + 2• + 1• + 3• − 3• = −15
0• + 1• − 1• − 1• − 2• + 3• − 1• = 7

−3• − 2• − 1• + 1• − 2• + 2• − 3• = 11

3• + 1• + 2• + 3• − 1• + 3• + 0• = −24
−• + 1• + 0• + 1• + 3• − 3• − 1• = −3
2• + 1• + 3• + 1• − 3• − 1• + 3• = −8
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1 2 1 −1 −2 −3 −3 13

3 −1 −1 2 1 3 −3 −15
0 1 −1 −1 −2 3 −1 7

−3 −2 −1 1 −2 2 −3 11

3 1 2 3 −1 3 0 −24
−1 1 0 1 3 −3 −1 −3
2 1 3 1 −3 −1 3 −8
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Mise sous forme échelonnée



Matrice initiale


1 −2 2 −2 −2 5

−1 0 −1 −1 1 3

1 −1 1 0 −1 0

1 0 0 −1 −1 1

−2 1 −2 1 2 −1



On effectue : L2 ← L2 + L1,
L3 ← L3 − L1,
L4 ← L4 − L1,
L5 ← L5 + 2L1.
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Matrice initiale


1 −2 2 −2 −2 5

−1 0 −1 −1 1 3

1 −1 1 0 −1 0

1 0 0 −1 −1 1

−2 1 −2 1 2 −1


On effectue : L2 ← L2 + L1,
L3 ← L3 − L1,
L4 ← L4 − L1,
L5 ← L5 + 2L1.
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Premier pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 −2 1 −3 −1 8

0 1 −1 2 1 −5
0 2 −2 1 1 −4
0 −3 2 −3 −2 9
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Second pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 −2 1 −3 −1 8

0 1 −1 2 1 −5
0 2 −2 1 1 −4
0 −3 2 −3 −2 9



On choisit le pivot le plus simple sur la deuxième colonne.

On effectue la permutation L2 ↔ L3 pour placer le pivot en position la plus
haute possible.
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Second pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 −2 1 −3 −1 8

0 1 −1 2 1 −5
0 2 −2 1 1 −4
0 −3 2 −3 −2 9


On choisit le pivot le plus simple sur la deuxième colonne.

On effectue la permutation L2 ↔ L3 pour placer le pivot en position la plus
haute possible.
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Second pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 −2 1 −3 −1 8

0 1 −1 2 1 −5
0 2 −2 1 1 −4
0 −3 2 −3 −2 9


On choisit le pivot le plus simple sur la deuxième colonne.

On effectue la permutation L2 ↔ L3 pour placer le pivot en position la plus
haute possible.
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Permutation


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 −2 1 −3 −1 8

0 2 −2 1 1 −4
0 −3 2 −3 −2 9



On effectue L3 ← L3 + 2L2,
L4 ← L4 − 2L2,
L5 ← L5 + 3L2.
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Permutation


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 −2 1 −3 −1 8

0 2 −2 1 1 −4
0 −3 2 −3 −2 9


On effectue L3 ← L3 + 2L2,
L4 ← L4 − 2L2,
L5 ← L5 + 3L2.
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Second pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 −3 −1 6

0 0 −1 3 1 −6



10



Troisième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 −3 −1 6

0 0 −1 3 1 −6



On effectue L5 ← L5 − L3
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Troisième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 −3 −1 6

0 0 −1 3 1 −6


On effectue L5 ← L5 − L3
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Troisième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 −3 −1 6

0 0 0 2 0 −4


On effectue L5 ← L5 − L3
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 −3 −1 6

0 0 0 2 0 −4



On choisit le pivot le plus simple sur la colonne 4

On effectue la permutation L4 ↔ L5 pour placer le pivot en position la plus
haute possible.
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 −3 −1 6

0 0 0 2 0 −4


On choisit le pivot le plus simple sur la colonne 4

On effectue la permutation L4 ↔ L5 pour placer le pivot en position la plus
haute possible.
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 −3 −1 6

0 0 0 2 0 −4


On choisit le pivot le plus simple sur la colonne 4

On effectue la permutation L4 ↔ L5 pour placer le pivot en position la plus
haute possible.
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Permutation


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 −3 −1 6



On effectue L5 ← L5 +
3
2
L4
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Permutation


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 −3 −1 6


On effectue L5 ← L5 +

3
2
L4
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 −1 0
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Cinquième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 −1 0



On a terminé la mise sous forme échelonnée.
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Cinquième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 −1 0


On a terminé la mise sous forme échelonnée.
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Forme échelonnée en lignes


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 - 1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 -1 0
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Mise sous forme échelonnée : autre cas
possible



1


1 6 −3 0 6 2 −14
1 9 −2 −1 10 0 −12
0 −9 −3 3 −10 5 −3
−1 3 6 −3 8 −8 20

−1 −3 4 −1 −6 −1 7
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1


1 6 −3 0 6 2 −14
1 9 −2 −1 10 0 −12
0 −9 −3 3 −10 5 −3
−1 3 6 −3 8 −8 20

−1 −3 4 −1 −6 −1 7
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2


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 −9 −3 3 −10 5 −3
0 9 3 −3 14 −6 6

0 3 1 −1 0 1 −7
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2


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 −9 −3 3 −10 5 −3
0 9 3 −3 14 −6 6

0 3 1 −1 0 1 −7
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3


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 −4 3 −9
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3


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 −4 3 −9
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4


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 1 −3



21



4


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 1 −3
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5


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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5


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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Mise sous forme réduite : premier
exemple



Cinquième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 −1 0



On effectue : L3 ← L3 + L5,
L2 ← L2 + L5,
L1 ← L1 − 2L5.
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Cinquième pivot


1 −2 2 −2 −2 5

0 1 −1 2 1 −5
0 0 −1 1 1 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 −1 0


On effectue : L3 ← L3 + L5,
L2 ← L2 + L5,
L1 ← L1 − 2L5.
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 0 5

0 1 −1 2 0 −5
0 0 −1 1 0 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 −1 0



On effectue L4 ← 1
2
L4.
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 0 5

0 1 −1 2 0 −5
0 0 −1 1 0 −2
0 0 0 2 0 −4
0 0 0 0 −1 0


On effectue L4 ← 1

2
L4.
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 0 5

0 1 −1 2 0 −5
0 0 −1 1 0 −2
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0



On effectue L3 ← L3 − L4,
L2 ← L1 − 2L4,
L1 ← L1 + 2L4.
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Quatrième pivot


1 −2 2 −2 0 5

0 1 −1 2 0 −5
0 0 −1 1 0 −2
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0


On effectue L3 ← L3 − L4,
L2 ← L1 − 2L4,
L1 ← L1 + 2L4.
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Troisième pivot


1 −2 2 0 0 1

0 1 −1 0 0 −1
0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0



On effectue L2 ← L2 − L3,
L1 ← L1 + 2L3.
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Troisième pivot


1 −2 2 0 0 1

0 1 −1 0 0 −1
0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0


On effectue L2 ← L2 − L3,
L1 ← L1 + 2L3.
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Deuxième pivot


1 −2 0 0 0 1

0 1 0 0 0 −1
0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0



On effectue enfin L1 ← L1 + 2L2.
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Deuxième pivot


1 −2 0 0 0 1

0 1 0 0 0 −1
0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0


On effectue enfin L1 ← L1 + 2L2.
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Premier pivot : forme réduite


1 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 −1
0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0



On divise toutes les lignes par leurs pivots.
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Premier pivot : forme réduite


1 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 −1
0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 −1 0


On divise toutes les lignes par leurs pivots.
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Forme résolue


1 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0
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Mise sous forme réduite : deuxième
exemple



5


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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5


1 6 −3 0 6 2 −14
0 3 1 −1 4 −2 2

0 0 0 0 2 −1 3

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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6


1 6 −3 0 6 0 −8
0 3 1 −1 4 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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6


1 6 −3 0 6 0 −8
0 3 1 −1 4 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0



32



7


1 6 −3 0 0 0 −8
0 3 1 −1 0 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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7


1 6 −3 0 0 0 −8
0 3 1 −1 0 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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8


1 0 −5 2 0 0 0

0 3 1 −1 0 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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Forme réduite


1 0 −5 2 0 0 0

0 3 1 −1 0 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0
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Rang et inconnues auxiliaires



Rang

Définition (Rang)

nombre de pivots

Si le rang est inférieur au nombre d’inconnues alors il n’y a pas existence et
unicité de la solution.


1 0 −5 2 0 0 0

0 3 1 −1 0 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0


a

• 5 équation

• 6 inconnues

• un rang de 4.
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nombre de pivots
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Rang

Définition (Rang)

nombre de pivots

Si le rang est inférieur au nombre d’inconnues alors il n’y a pas existence et
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Rang
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Rang

Définition (Rang)
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1 0 −5 2 0 0 0

0 3 1 −1 0 0 −4
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0 0 0 0 0 0 0
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Rang

Définition (Rang)

nombre de pivots

Si le rang est inférieur au nombre d’inconnues alors il n’y a pas existence et
unicité de la solution.


1 0 −5 2 0 0 0

0 3 1 −1 0 0 −4
0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 0 0


a

• 5 équation

• 6 inconnues

• un rang de 4.
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Inconnues auxiliaires

En revenant à la notation système

x1 − 5x3 + 2x4 = 0

3x2 + x3 − x4 = −4

2x5 = 0

x6 = −3

0 = 0

Les inconnues auxquelles ne correspondent aucun pivot sont appelées
auxiliaires. Elles peuvent être vues comme des paramètres.
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Inconnues auxiliaires

En revenant à la notation système

x1 − 5x3 + 2x4 = 0

3x2 + x3 − x4 = −4

2x5 = 0

x6 = −3

0 = 0

Les inconnues auxquelles ne correspondent aucun pivot sont appelées
auxiliaires. Elles peuvent être vues comme des paramètres.
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Inconnues auxiliaires 2



1x1 = 0 + 5x3 − 2x4

3x2 = −4 − 1x3 + 1x4

2x5 = 0

1x6 = −3
0 = 0
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Inconnues auxiliaires 3



x1 = 5x3 − 2x4

x2 = − 4
3
− 1

3
x3 + 1

3
x4

x3 = x3

x4 = x4

x5 = 0

x6 = −3
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