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Corrigé de la Partie II de I'épreuve de MODELISATION

Il.1. Estimation du coefficient de frottement visqueux o

Q1. Pour le systtme {boule} assimilé a un point matériel et étudi¢ dans le référentiel terrestre local,
suppos¢ galiléen, le théoréme de la puissance cinétique indique que la dérivée de 1’énergie cinétique de la

boule est égale a la somme des puissances des forces appliquées a la boule : d€, _ Z p(ﬁ;)
k

dt

Q2. Par définition, la vitesse du centre de gravité G de la boule a vagues par rapport au bati 0 est :
dAG _d(—dy d(y R T

G,boule/0 = T4 = ( T ) =—d —éi}) =—d (-6 x) soit: V6 boutero = d 0 X

On en déduit donc I’expression de I’énergie cinétique galiléenne (dans le référentiel galiléen) :

1 2 1 .
. = E m (VG,boule/O) = E m d2 (8)2

c

Q3. La boule ne subit que 3 forces :

sonpoids  =m § = —mg y,> dont la puissance vaut : P(9)=9- Ve vouteso» SOIt
P(:I;’) =—mgd 6 sin(0)|: le poids est tantdt résistant au mouvement (lorsque la boule remonte

depuis = 0), tantot moteur (lorsque la boule redescend vers 6= 0).

la force de frottement F,, = —a V ,..10, dont la puissance vaut :

— —_— — — = \2 . — 2 ©\2
P(Ffrot> = Ffrot : VG,bouIe/O =—a (VG,boule/O) soit : P(Ffrot> =-ad (9) < 0: la force de
frottement est toujours résistante.

la tension du cable T = Tl y» toujours perpendiculaire a la vitesse de la boule, donc de puissance

nulle : P(T) = 0] : la tension ne travaille jamais.

Q4. Le théoréme de la puissance cinétique s’€crit donc : % =—mgdsin(0)6 — a d*(9)soit:
%(% m d’ (9)2) =md00=-mgdsin(0)0 —a d (0

Ce qui donne, puisque la fonction g n’est pas uniformément nulle, I’équation différentielle :
mdf=-mgsin(@)—adb

Q5. D’aprés le développement limité & Pordre 1 de sin 6 en 0 : sin(6)=6 +0(6), I’équation
différentielle linéarisée du mouvement de la boule a vagues peut se mettre sous la forme :
mdOd=-mg0—ado (1)

Q6. Equation caractéristique de I'équation différentielle (1): |md X*+ad X +m g=0

Expression de son discriminant : (A = (ad)'—4m’ g d

Q7. On constate I’existence d’oscillations amorties sur le tracé de la figure 5, ce qui correspond donc a
un régime pseudo-périodique. Le discriminant A doit donc étre négatif, ce qui correspond a une valeur

suffisamment faible de o Il faut en effet que : A = (@ d)’ = 4m* gd <0 = |a<a,, =2 m \/ﬂ

d

981 _ g o o

AN.: a,, = 2><160><\/ =
3,00
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Q8. Les deux solutions (complexes et conjuguées) de 1’équation caractéristique sont :
—ad*jV=R_ g ,.|4m' gd-a’d _

X,.= + uxtijow
* 2md 2m 4 m* d* =1
_lg —_ o
aveec w = E—m et u m

Les solutions de I’équation différentielle (homogene) sont donc de la forme :
6(t) =exp(u t)|A cos(wt) + B sin(wt)]
On en déduit I’expression de la vitesse angulaire :
6(t) = wexplut)A cos(wt)+ Bsin(wt)|+explu t)|—A w sin(wt) + B w cos(wt)]
La boule est lachée sans vitesse initiale, donc sans vitesse angulaire initiale :
6(t=0) = u exp(0) [A cos(0) + B sin(0)] + exp(0)[—A w sin(0)+ B w cos(0)]=A u+Bw =0

Et I’angle initial vaut : §(t=0) = exp(0)[A cos(0) + Bsin(0)]= A =6,

On en déduit donc la valeur de la constante B : B = —0, %

Et I’expression de I’angle 8, solution de I’équation linéarisée (1) est donc :

0(t)=6,explut) [cos(a)t) — % sin(a)t)]

Q9. L’écart (non négligeable) constaté entre les deux courbes (mesures et estimation par résolution de
I’équation (1) dans laquelle la valeur de o a été déterminée a partir de 1’ajustement entre les valeurs
expérimentales et la forme de la solution de 1’équation (2) ci-dessus) se justifie par le fait que I’expérience
ne se déroule pas « aux petits angles ». Remplacer sinf par 6 dans I’équation différentielle ne se justifie
pas dans ce cas !

I.2. Vérification du critére d’amplitude maximale et détermination du temps
de stabilisation

Q10. Le profil de la vitesse du chariot en fonction du temps est le suivant :

v=ALa
A" max |/ |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| 4
0 h b 12} ly t
Q11 & Q12. En en déduit les expressions littérales de la vitesse et de I’accélération du chariot :
pourlaphase 1 : (A, (t)= 4 L et donc Q= Aman — cste
t t

pour la phase 2 : [A,(t) = A = cste| et donc A,=0

pour la phase 3 : )Q(t) - _ /Itmax (t—t3) et donc ;"LS - _ A:W
1 1

=—A, =cste

pour la phase 2 : )Q(t) = 0] et donc /'14 = 0| (c’est le cadre de I’étude réalisée au I1.1) !)
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Q16. On constate quatre phases distinctes correspondant a des oscillations amorties autour de position
d’équilibre distinctes :

. Phase 1 : Entre t=0 et |t, = 5,0 s|: 0 oscille autour de @eq1 = —5°

« Phase 2 : Entre t=t; et |t, = 15,0 s|: 8 oscille autour de 0p=0°

Phase 3 : Entre t=t, et|t; = 20,0 s|: 6 oscille autour de 9eq,3 ~5°

Phase 4 : Au-dela de t; : 0 oscille autour de @eq4a =0°

Q17. Le critére d’angle maximal d’oscillation de 5° n’est donc pas vérifié puisqu’on atteint
0], = 6,5° => il va falloir (un peu) abaisser la valeur de 4,,, et/ou augmenter la valeur de t, pour
’atteindre.

Q18. Une précision de la position de la boule a plus ou moins 10 cm se traduit par une précision sur
10 cm
300 cm
d’attendre 2,0 s apreés t, (donc une durée totale de 22,0 s) pour étre slr de ne pas dépasser cette valeur

d’angle. Cela signifie que le temps que la boule descende jusqu’a I’eau (durée de la phase 5) devrait sans
doute suffire a ce que les oscillations latérales s’estompent suffisamment !

I’angle 6 d’environ AfQ ~ =3,3.10 “rad = 1,9° (aux petits angles). Par lecture, il suffit
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