Corrigé — Devoir en temps libre n® 7
Pour le vendredsi 7 mars 2025.

Exercice 1.

2 2

a. L¥quation 7" = ar+b <= r° —ar— b= 0 est une équation polynomiale de degré 2 dont le discriminant vaut

A= (=a)> —4x1x(=b) =a*>+4b #0. ’ Elle admet donc deux solutions complexes distinctes. ‘

b. Ona:
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On a notamment utilisé que le fait que 7 — ¢ # 0.
c. Démontrons, par récurrence double, que : Y € N, P(n) : «u, = Ad” + ur” ».

Initialisation. Montrons que P(0) et P (1) sont vraies.
Dapres la question précédente, on a: Ac® + u7° = 1+ 4 = ug et o! + ur' = Ao + pr = uy. Donc P(0) et
P(1) sont vraies.

Hérédité. Fixonsn € N et supposons que P(#) et P(z + 1) sont vraies. Montrons que P (7 + 2) est vraie.
Par hypothese de récurrence, ona: u, = Ac” + u7” et uy = Ao+ m’”“. Ainsi :

Upeo = Aty + buty
=a (A" +u™™) + b (2" + ")
= 0" (ac + b) + u7" (ar + b)
= Ao"c* + ur" 7 (car o et 7 sont solutions de 72 = ar + b)

— ),0'”+2 +‘LéTn+2.

Donc P(n + 2) est vraie.

Conclusion. ‘ Pour toutz € N, u,, = Ao” + uz”.

Exercice 2.

a. Soitx € R.Onaleséquivalences: f(x) existe &= 14+x>0 <= x> —1.Donc ’f est définie sur D =]—1, +oo]. ‘

b. Par composée de fonctions dérivables sur leur ensemble de définition, f est dérivable sur D.
1
Pour toutx € D,ona:f"(x) = —.
1+x
c. DPar fraction de fonctions dérivables a dénominateur non-nul, /” est dérivable sur D.
-1
Pour toutx € D,ona:f"(x) = ——.
’ ! (1+x)2
(=1)"n!

d. Démontrons, par récurrence, que: Vz € N*, P(n) : « f (7) est dérivable sur D et Vx € D, f (1) () = e >.
X n

Initialisation. Montrons que P(1) est vraie.
-1
D’aprés la question ¢, on a :f(l) = f” est dérivable sur D et pour tout x € D,f(z) (%) =f"(x) = m
x

-D'1r -1x1 -1
Or, pour toutx € D, ona: (1( n a)c)“l = 1+ = T+ Donc P(1) est vraie.

Hérédité. Fixonsz € N* et supposons que P (7) est vraie. Montrons que P (7 + 1) est vraie.

—(:13;21 = (-1)"n!(1+x) "L,

Par hypothese de récurrence,ona:Vx € D, f (1) () =

TSI1, lycée Jean Perrin, 2024/2025 Devoir en temps libre 7, page 1/



Par fraction de fonctions dérivables 2 dénominateur non-nul, / (2+1) ese dérivable sur D.
De plus, pour toutx € D, ona:

()" xn!'x (-)x(n+1) (- (n+1)!

(n+2) = (=15 (=n — x—n—2= —
FUD @) = () i(-n - D1 +) s T

Donc P(7 + 1) est vraie.

(=1)"n!

Conclusion. |Pour toutz € N*, £ () est dérivable sur D et Vx € D, f ) (x) = T+
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