Diffusion thermique
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1. Sensation de froid.

2. Refroidissement d’un objet par conducto-
convection.

3. T(x,t), derivées partielles, gradient.

4. Loi de Fourier.

5. Equation de la chaleur 1D.
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1. Sensation de froid

Expérience faite en classe :

On dispose d’une une plaque de carrelage, d’une plaque de bois, d’un
récipient en métal, et de thermometres classiques et laser.

La mesure montre que les plaques sont a température ambiante, tout
comme les autres surfaces de la piece ( paillasse en verre, robinet en
meétal).

Pourtant, en placant la main dessus, la sensation dépend fortement du
mateériau : elle est plus importante sur le carrelage et le métal.

Interprétation : la sensation de froid est associée au transfert thermique
de la main vers lU'objet. Le métal et le carrelage sont de meilleurs
conducteurs thermiques. Le bois est un meilleur isolant.




2. Refroidissement d’un objet par conducto-convection.

Les casseroles sont en meétal. Elles absorbent rapidement la
chaleur des plagues de cuisson. Apres utilisation, elles refroissent
en une dizaine de minutes. Modelisons ce refroidissement.

Pendant une durée dt, la casserole
transfere a Uair ambiant un transfert
thermique

6Qcc = hS(T(t) —Tp)dt

S est la surface de contact métal-air

h est le coefficient de conducto-
convection, unité W.m 2. K1

L’'expression de 6 Q.. n’est pas a connaitre, il faut savoir retrouver Uunité de h a
partir de la formule fournie, et gerer le signe.




Calcul de la température T (t)

L’énergie interne U de la casserole adiminué de Q.. entret ett + dt :
dUu = —5QCC Signe — car 6 Q.. est orienté vers Uextérieur du systeme casserole

CdT = —hS(T(t) — Ty)dt
C est la capacité thermique de la casserole
dT = T(t + dt) — T(t) estlavariation de température entre t et t + dt

dT
C=— = —hS(T(t) + hST,

dt
dT hS hS
Calcul a savoir refaire, en E + ? T(t)hs': ? To

S’adaptant aux notations de ’énoncé

T(t) =Ae C' +T,
T(O) — Tl — A -}Il_STO

T(t) = (T —Tye €' + T,



Tracé de la température T (t)

hs,
T(t) =T —Tople ¢ + Ty

T(t)
Iy

T, > t

7 e . ~ A tLi [ C
Temps caracteristique de retour a Uequilibre thermique 7 = —

En cas de courant d’air, h augmente, le refroidissement est plus rapide




3.T(x,t)

La température d’un solide peut étre
non uniforme, c’est le cas des murs
d’une habitation chauffée en hiver.
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Par ailleurs, cette température peut
dépendre du temps, notamment
pendant le régime transitoire de
démarrage du chauffage.
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Modélisation : T (x, t), fonction de deux
variables.
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Dérivees partielles

Considérons une fonction de deux variables f (x, t), on définit ses
derivées partielles::

Par rapport au temps

of .\ _flot+dt) = f(x,0)
ot (x,8) = dt
Par rapport a la position
af N = f(x+dx,t)— f(x,t)
0x (x,6) = dx




Calcul pratique des derivees partielles

x est considerée comme une constante lors du calcul d’une deérivée
partielle par rapport a t.

t est considéeréee comme une constante lors du calcul d’'une dérivee
partielle par rapport a x.

Exemples:
flx,t) =2x+t
flx, t) = x°t
f(x,t) = cos(kx)e™t/T avec k et T constantes



Gradient (3D)

Pour une modélisation plus générale, il Yy a

faut considérer que la temperature

dépend de 3 variables de position :
T(M,t) =T(x,y,2z,t)
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On définit le gradient de temperature :

oT _, 0T aT o =
grad(T) = ex + — 3y €y + = 5, € e

Propriété :
Le vecteur grad(T) est orthogonal aux

isothermes, et orienté vers les
températures croissantes

fof-forofofo*;p‘*"




Gradient (1D)

Dans la plupart des situations, le modele Yy a
a 1 dimension T'(x, t) sera suffisant.
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Le gradient s’écrit alors

., oT _
grad(T) = o5

s

<H
. : (0
Au point M, on voit que T(x, t) augmente 7 =¥

)

oT
lorsque x augmente, donc E > 0.

V'.v

Le gradient au point M est donc orienté
selon les x croissants, c’est-a-dire vers la
zone de plus haute température.

Il est bien perpendiculaire aux
iIsothermes.
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4. Lol de Fourier

Pour modéliser le transfert thermique en en
point M, on définit la densité de flux Y 4
thermique :
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7(M; t) en W. m—2 Extérieur

Ce vecteur est orienté vers les basses
températures, donc opposé au gradient.
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jiM,t) = —A grad T (3D)
Loi de Fourier aT

J(x,t) = —A5-8, (1D)
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A est une constante qui dépend du matériau, (3
appelée conductivité thermique. ,:
Unité : ::

' W1].[m™2 (J
P AT Y ST S +

dT/dx ~ [K].[m~1]



5. Equation de la chaleur 1D

Dans la suite, nous allons étudier la diffusion thermique le long d’un barreau de cuivre.
Le dispositif expérimental est le suivant.

Ventilateur

Boitier d’alimentation

Boitier isolant

Résistance

Barreau de cuivre
chauffante

Le barreau de cuivre est placé a Uintérieur du boitier isolant, et la résistance chauffante est alimentée.



Résultats experimentaux

Température en différents points de la barre de cuivre

T(x) en °C
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Apres un régime transitoire d’environ 1h, les températures se stabilisent:

un régime stationnaire est atteint.




Notations

) |

G+ dx, )

: J(x, ¢ L
Chauffage | | "Tix r)—g———> S| Ventilation
SO Nt €77 9 2 N |

T(x,t) température entre x et x + dx a Uinstant t

jlx,t) = j(x,t)e, densité de flux thermique en x a Uinstantt,en W - m~
jlx +dx,t) = j(x + dx, t)e, densité de flux thermique en x + dx a Uinstant t

d(x,t) = j(x,t)S le flux thermique traversant la section S située en x a instant t,en W
d(x +dx,t) = j(x + dx, t)S le flux thermique traversant la section S situéeen x + dx a

'instant t

2

p masse volumique en kg - m™3

c capacité thermique massiqueen] - K1 - kg™t
A conductivité thermiqueen W. K™ - m™1




i ]_)(x;t i j:(x_l_dx; t) ] .
Chauffage | ! "TiCx, t)—!__' S| Ventilation
e ’ A amt :,4 ---------------------------------------------- i

Systeme { tranche de matériau entre x et x + dx }

Le systeme recoit un transfert thermique en x :
50, = P(x,t)dt
Le systeme cede un transfert thermique en x 4+ dx :
0Qyidx = P(x + dx, t)dt
Entre t ett + dt, la variation d’énergie interne du systeme est :
dU =dmc (T(x, t +dt) — T(x, t))
dU = pSdx c (T(x, t +dt) — T(x, t))




. jeo ) 1| IOt dx ) -
Chauffage | ! :T':(x, t)—!__' S| Ventilation
/!- ------------------------------ ’ ',’l """"" :,4 --------------------------------------------- i

Systeme { tranche de matériau entre x et x + dx }

1€" principe :
dU = 6Qx — 6Qx+ax
pSdx c(T(x, t +dt) —T(x,t)) = (@(x,t) — P(x + dx, t))dt On divise par
T(x,t +dt) —T(x,t) @&(x,t)— P(x+dx,t) e
C —

p> dt dx
aT dd

PSS = T ax




Définition du flux thermique
D =S

Loi de Fourier



Coefficient de diffusion

oT A 0°T
at pc 0x?
On definit D = % le coefficient de diffusion thermique
oT 0°T
o ox?

est ’équation de la diffusion thermique a une dimension
appelée aussi équation de la chaleur

La démonstration de ’équation de diffusion thermique est a connaitre.

Unité de D ?
m:Dm:D:mZ_S—l
[s] z




Temps caractéristique de diffusion

On peut obtenir ordre de grandeur du temps caractéristique 7 du
régime transitoire :

L2
D ~—
T

Valeurs pour Uexpérience :

barre de cuivre de longueur L = 19 cm
p=896103kg-m~3 ]

c = 385 ] - kg—l LK1 D = e =1.110"*m%.s™?!
A=380W-K?1-m™!

LZ
Tz3=3305=5,5min



6. Regime stationnaire

Apres un régime transitoire, la température T (x, t) se stabilise : un régime
stationnaire est atteint. La température ne dépend alors plus du temps : T (x).

oT 0°T

=D+ Régime transitoire : T

ot 0x dépend de x et de t,
donc dérivée partielle.

d*T
0= E Régime stationnaire: T
dZT dépend seulement de x,
—— = donc dérivée droite.

—=A; T(x)=Ax+B




T(x) en °C

Mesure de la conductivité thermique du cuivre

T(x) =Ax+ B
Régime stationnaire Une régression linéaire donne B = 64,5°Cet A = —136°C.m™!
65.0 7=
La densité de flux thermique est
62.5 1 dT
i(x) = —A—=—-44A
60.0 - N j(x) dx
Le flux thermique est
57.5 - . d(x) = jS = —AAS
35.0 7 - Le flux thermique est indépendant de x. A Uextrémité gauche
s | " de la tige, le chauffage est assuré par une résistance
| ¥ chauffante de puissance 12 W, qui correspond donc a la valeur
50.0 - " de .
47.5 1 Y CI) 12
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 A= =440 W.m LK1

X enm _AS - 135.2.10~4

La valeur de référence est 380 W.m~ 1. K~ 1.
Ily a un écart relatif de 15% qui peut s’interpréter par des
pertes thermiques latérales.



7. Résistance thermique

Intérieur S Extérieur
T; = 20°C T, = 0°C
! >

|
x =20 X =e

Revenons a 'exemple d’un mur d’habitation en hiver. Le régime stationnaire est supposé atteint. Le systeme de
chauffage et Uair extérieur imposent les conditions aux limites :
T(x=0)=T;; Tx=e)=T,

T(x) =Ax+B
I;—Ty

e

T(O)=B=Ty; T(e)=Ae+T,=T,=>A=

= /'ldT— A ;P = )LAS—AS(T T,)
J =70 T = o V1T 2

e
Tl_TZZECD




Intérieur
T; = 20°C

S Extérieur

T, = 0°C

—+— Rep, 7,

Analogie électrique

D

Loi d’Ohm thermique :

T, —T, = Rep @
On a montré :
e
T, —T, =—&
1 2 =73

Identification de la résistance thermique :

e
Rth=E




Associations de résistances thermiques

En série : méme flux thermique

Ripa

Reng

En parallele

:méme AT

———  Rina

T1 J’ ‘ > RthB




8. Irréversibilité, deuxieme principe

La diffusion thermique se fait du chaud vers le froid, et méne a un
equilibre thermique : exemple de la casserole initialement chaude a
la température T;, dans une cuisine a la température T,. A Uétat
final, la casserole et la cuisine sont a ’équilibre thermique a une
température tres legerement supérieure a Tj,.

Imaginons la transformation inverse : la casserole et Uair ambiant
sont a la tempeérature T, a Uetat initial. Lair ambiant donne de
’énergie a la casserole qui se rechauffe jusqu’a la température T;.

Cette deuxieme transformation respecte le principe de conservation
de U’énergie (c’est-a-dire le premier principe). Pourtant, elle est
absurde.

Le deuxieme principe de la thermodynamique vient interdire ce

genre de transformation, en introduisant une nouvelle fonction
d’état du systeme : Uentropie S.



2¢Me principe de la thermodynamique

La variation d’entropie d’un systeme ferme de volume constant lors d’une
transformation infinitésimale est definie par la relation suivante, appelée
identite thermodynamique :

au

d5=?

avec U U'énergie interne du systeme, et T sa température.
Le second principe affirme que 5
Q

ext

Avec 6( le transfert thermique recu par le systeme, et T,,; la température
extérieure.

Autre formulation :

s =

dS = 58S, + 55,

5Q |, Ny , :
< ’entropie échangée au cours de la transformation

Avec 0S5, =
ext

infinitésimale, et 6S.’entropie créée, qui vérifie 65, > 0.




Exemple de la casserole : transformation infinitésimale

On suppose que T(t) > T,.

Montrons que 6Q < 0 a l’aide des deux
principes de la thermodynamique.

S =_6dS(; i g‘g" Premier principe : dU = §Q
R
0S, = ? = ?
Toxt T )
0S, =dS—6S, =6 -
c — e Q T TO
I>Tysz<—mz—a<o [ 00F°
0 T To T TO
5S, > 0




Exemple de la casserole : transformation complete

T, . T, =
Tl TO

Pour une transformation compléte, le deuxiéme principe s’écrit

AS =S, + S,
AS TF o fTO dU jTO CdT 1 (T(,)
= = —_— = E— nl{—
T, T T T, T T,
¢ _ @ _AU_C(T-Ty
¢ Text TO TO

Montrons qu’on a bien S, = 0

Ty I3

S,=AS—S,=Cln|{=]-cC(|1 -=

. T To
1

Posons x = — Sce=C(x—1—-Inx)>0

0

y=Inx
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