Equations de Maxwell

Vers 1865, Maxwell, physicien et mathematicien écossais, pose 4 équations
fondamentales qui permettent de faire la synthese de l'ensemble des
phénomenes électromagnetiques, si on leur adjoint la force de Lorentz et les
lois phénoménologiques decrivant les milieux (comme la loi d'ohm dans les
métaux par exemple).

Exemples de phénomenes modeélisés par les équations de Maxwell :
* Loisdes nceuds et des mailles de l'électrocinétique.
Electrostatique. Condensateurs.

Magnétisme, induction, inductances.

Ondes radio.

Ondes lumineuses. Optique geométrique et ondulatoire.



Equations de Maxwell

1. Maxwell-Gauss

2. Maxwell-Thomson

3. Maxwell-Ampere

4. Maxwell-Faraday

5. Compléments sur Uinduction (1 année)




1. Equation de Maxwell-Gauss

Version locale : /

divE = P
€o

E(M, t) est le champ électrique. Il peut dépendre du temps.
div E(M, t) est la divergence du champ vectoriel EM,¢).
p(M,t) est la densité volumique de charges en Coulomb. m™3.

€0 = 8,85.107 12 Farad. m~?! est la permittivité électrique du vide.

Homogénéité : V.m *.m~! = Coulomb. m™3. m. Farad~?!
= Coulomb = Farad.V
Cette relation est bien homogene car g = CU pour un condensateur



Version intégrale

Rappel du théoreme de Green-Ostrogradski :

Soit V un volume, S la surface fermée qui ’entoure. ds = ds Next

ﬂ divA dV = #J-I@’
vV

S
Intégrons Maxwell Gauss sur un volume :
I P
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€o
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S
On retrouve le théoreme de Gauss, valable aussi en regime dépendant du temps.



2. Equation de Maxwell-Thomson
e

Version locale :

divB = 0
§(M, t) est le champ magnétique, statique ou non.

Version intégrale : on integre sur un volume.

Jf div B dV = 0
vV
#ﬁ-d_s’=o

S

Le flux d’un champ magnétique a travers toute surface fermée est nul : le champ B est
a flux conservatif.




Conservation du flux magnetique

\‘-.. _.-/
1\-..,______—________...--“"‘_
___.__g—-}
Hentrante N
\r _"ﬂ,—'._
Pentrant = J:J,S'ammt B flentrantedd Psortant = J:[Sa_va,l Tsortante@S

On prend pour surface fermée S un tube de champ magnétique : ses
parois sont constituées de lighes de champ magnétique.

#Ed?: ff B.d5 4 jj amjjﬁ.x:o

S Sentrante Ssortante Slat

_q)entrant + CDSOT'tClTLt +0 =0

Dontrant = Psortant

B.S{ = B,S,

S, <S1=>B,>By
La norme du champ
augmente lorsque
les lighes se
resserrent



3. Equation de Maxwell-Ampere

Equation locale : /
OE
dt

rot B = po] + to€o

] est la densité de courant, en A. m™?

rot §(M, t) est le rotationnel du champ magnétique §(M, t)

to = 12,57.1077 H.m™! est la perméabilité magnétique du vide
€0 = 8,85.10712 F.m™1 est la permittivité électrique du vide
E(M, t) est le champ électrique.

-

OE A : : R . s .
Le terme € 5 @ la méme dimension que j. On Uappelle courant déplacement. Il a été introduit
par Maxwell.

s e . aE g — = -
En régime permanent (statique), P 0,doncrotB = g J



Forme intégrale en régime statique

Rappel du théoreme de Stokes-Ampere :
Soit une surface ouverte S délimitée par un contour fermé C

ﬂmz.fs:fzﬁ
S

C

Prenons le flux de Maxwell-Ampeére a travers une surface ouverte :
rot B = HoJ

s @-n. 1
S S

f B -dl = uoleniacs

C
On retrouve le théoreme d’Ampere, valable en régime statique, et en régime lentement

variable (ARQS)



Conservation de la charge

Prenons la divergence de Maxwell-Ampére : : j(x, 1) g_;{-r' + dx. t)

- — \ —
I OF Si plx,t)
rot B = poj + Ho€o 5 ’

T T 4+ dx

. — = . - a . =
div ( rot B ) = Uo div j + uoeoa(dlv E)
- d
0 =divy+ €o5¢ <€_o> Bilan de charges dans la zone [x, x + dx] entre tett + dt:
dp o variation de la charge = charge entrante — charge sortante
3t +divy =0 p(x,t +dt)Sdx — p(x,t)Sdx = j(x,t)Sdt — j(x + dx, t)Sdt
plx,t +dt) —p(x,t)  jlx,t) —jlx +dx,t)
A une dimension dt B _ dx
dp 0j 0_p — ﬂ

ot Tax =Y ot ox



Lol des noeuds

En régime lentement variable,
Maxwell-Ampere s’écrit

—

= . o
rot B = poj +Hoer o
La divergence donne :
div; =0
Version intégrale :

#j-zséo

S
Avec dS = dS n,,; cela donne

—l1+l2+l3=0




4. Equation de Maxwell-Faraday

Equation locale :

o 0B
ro = ot

ffroe - [ -2

Théoréme de Stokes-Ampere S
S - d o> —
E-dl=—— || B-dS
dt
C S

Version intégrale :

Interversion entre intégrale
spatiale et dérivée temporelle

oy



Lol des Malilles

En statique, ou en 'absence de champ magnétique variable

rotE =0
Propriété mathématique : un champ vectoriel de rotationnel nul est un
champ de gradient.

3V tel que E = —grad V

Forme intégrale ¢, E-dl=0
Application le long d’une maille :

Ay A3 Ay Aq
jﬁ_i+ F-di+ | B-di+ | B-di=o0
Aq Ay A3 Ay



Avec un champ magnetique variable :

S— d ([ —
fra--Lf5w
de
S

C

Application le long d’une maille :

on doit ajouter dans le circuit une source de

tension de fem :

dd,
dt

e =—

Relation de Faraday, avec @5 = [J B -dS

Conventions d’orientation :

La fleche de e est dans le méme sens que

’'orientation du contour C.

On choisit de définir le couranti dans le méme

SEeNS .

e est en convention géenérateur.

.
B ©

B o

Circuit équivalent



Signe de Pp

Le signe du flux
magnetique est lié au
sens d’orientation du
circuit (qui correspond a
la fleche de i).

On utilise la regle du
tire-bouchon ou de la
main droite.

CDB>0 CDB<O



5. Compléments sur Uinduction

Les phénomenes d’induction sont modélisés par la relation de Faraday :
ddg

©=""a
La variation de flux peut avoir deux causes :

* Le champ magnétique dépend du temps.
* Le circuit se déplace, ou se déeforme, dans l’espace.

Dans les deux cas, on utilise un circuit électrique équivalent, et on constatera que les
effets des phénomenes d’induction s’opposent aux causes. C’est la loi de modération
de Lenz, qui donne une interprétation au signe — de la relation de Faraday.

Exemples:

* Freinage par induction (voir TD rail de Laplace)

* Les courants induits tournent dans le sens opposeé a celui des courants inducteurs
(voir TD plaque a induction).



Force de Laplace

. Force de Laplace
Expériences:

B
 Railde Laplace: L > 3
P > L = idiNB
= A
Générateur de ® B Barreau
tension continue mobile , ,
Si portion de
circuit rectiligne
Rails en cuivre, fixes

-

* Interaction entre une bobine plate et un aimant droit: ﬁL =ilAB

J)l?
i Avec dl et [ dans

_ le sens de la

A Py V¥V € 4 4

L
B

? : fleche de i.



Inductance propre

Considérons une bobine alimentée par un courant dépendant du temps i(t).

Ce courant crée un champ magnétique §(t)

Le champ magnétique a un flux a travers la bobine elle-méme, appelé flux
propre @, (t).

®,, est proportionnel au courant i :

®,, = Li avec L Uinductance propre de la bobine

D’aprées la loi de Faraday, le circuit est siege d’une tension induite :

dod di
p
e(t) = ————=—-L—
(t) dt dt
En convention récepteur, on retrouve :
di
uL = L_

dt




Inductance mutuelle

@ED 1 Bobine 1 Bobine 2 |

Modélisation : la bobine 1 crée un champ magnetique §1 proportionnel a iy,
qui a un flux a travers la bobine 2 noté ®,_,, lui aussi proportionnel a i;.
d,_,, = Mi, avec M le coefficient d’inductance mutuelle

Expérience :

La fem induite aux bornes de la bobine 2 est
"’ diq
e = —M—
dt
On la mesure au voltmetre. Elle dépend de la position relative des bobines.



Circuits couplés

Aide maths:
— df d[1
t)—=—|=f2(t
F© — dt<2f ( ))
t, Bilande puissance:
P P
Uqlq = I —1 i2
1l1 177 1 ar 1 1l1
dlz . dll
Xil ule—L2El2+MEl2+R2l2
n additionnant:
di di Upiq + Uyly =i<lL1i% +1L2i§ +Mi1i2> + R, i% + R,i2
u2=L2 2+M_1+R2l2 dt 2 2
dt dt I x [
Remarque : si le circuit 2 est laissé en circuit Puissance . ou
ouvert, i, = 0, cela simplifie. fournie par Energie uissance
Lextérieur électromagnétique dissipee par
stockée dans les 2 effet joule

bobines couplées
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