Ondes electromagnetiques

10 102 10 10®% 10° 104 107 1 102 104 10° 10°®

1 1 1 I 1 1 | 1 1 1 | 1 > A(m)

ondes lumineuses

radiations radiations .
rayons | rayons : micro ondes
ultra infra .
gamma X DR A AT ondes radio
ondes
radar

spectre visible

400 450 500 550 600 650 700 (nm)



® N Ok b=

Ondes électromagnétiques

Onde mécanique progressive harmonique.
Equation de propagation du champ électromagnétique.
Célerité des ondes electromagnétiques.

Structure des ondes plane progressives harmoniques.
Vecteur de Poynting.

Energie electromagnetique.

Réflexion métallique.

Modes propres dans une cavité 1D.



1. Onde mecanique progressive harmonigque.

: : (L 1
Chaque point de la corde a un mouvement purement vertical, de période T = i
avec f lafréquence et w la pulsation.

2T
w

La longueur d’onde A correspond a la période spatiale a t fixé.

On définit le nombre d’onde k = ZTE

Déplacement
des crétes ala
vitesse Vg

: y)
La vitesse de phase de 'onde est vy, = o= %

.
.
o

Animation

Vibration a la période T



https://phet.colorado.edu/sims/html/wave-on-a-string/latest/wave-on-a-string_fr.html

1. Onde mécanique progressive harmonique.

Modele mathématique :
y(x,t) = Acos(wt — kx + ¢¢)

* A estlamplitude de vibration, indépendante
de x si pas d’amortissement.

* ¢ estla phase alorigine en radians. Elle est
choisie nulle si une seule onde est etudiée.

* Le signe — devant le kx indique une
propagation selon les

Justification: y(x,t) = A cos (a) (t — vi) + gbo)
¢

Pour une valeur de y fixée, si t augmente alors
x doit augmenter aussi.

ylk
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Remarque :

y(x,t) = Acos(wt + kx + ¢y)
modélise une propagation selon les x décroissants.



2. Equation de propagation du champ électromagnetique

Equations de Maxwell :

Gauss : divE = Eﬁ Thomson : div B = 0
0
Faraday : ot E = —aa—l: Ampére : Tot B = poJ + Hoeo(z)_]i

Loin des sources de 'onde, la propagation a lieu dans Uair, assimilé au vide. Il
n’y a pas de charges nide courants:p =0etj =0

Gauss:divE = 0 Thomson : divB = 0
Faraday : rotE = —‘;—I: Ampére : Ot B = Hofoaa—f



* Equations de Maxwell dans le vide

Gauss : divE = 0 Thomson : div B = 0
Faraday : Tot E = —aa—l: Ampére : ot B = uyé€ 2—f

 On prend le rotationnel de ’équation de Maxwell-Faraday,

rot (ot £ ) = ot (—27)

dat

Formulaire : double Formulaire Linéarité + Schwartz
rotationnel — S N a ._ .,
rot (Tot4) = grad(d1vE)—AE=—a (rotB)

grad (div 4 ) — A4 Maxwell-Ampeére

Maxwell-Gauss
[ N ( aE)
Laplacien : dt Ho€o ot
. 0%4 0924 04
AM=-7+ 372 53 . 02E Equation de
AE — ugeq i 0 propagation, a
savoir établir




3. Ceélérité des ondes electromagnetiques

_ 2
L’équation obtenue AE — € 27125 = ( porte divers noms::
Equation de propagation

Equation des ondes

Equation de D’Alembert.

On retrouve des équations de la méme forme (dérivée seconde en temps et en espace) en acoustique.

A 1 dimension x, elle s’écrit

02%E 9%E

gz Mooz =0

Analyse dimensionnelle, quelle est Uunité Sl de uyeq ?

E E
% = [Hoeo]g = [uoeo] = s

2 2

m-

On définit la constante ¢, homogéene a une vitesse, telle que
1 1
— = Mo€p = C =
c? VHo€o




Recherche de solution en onde progressive harmonique

92F 1 9%F 1
GxZ Tz gz - 0 AVec 3 = koko

On recherche une solution de la forme
E(x, t) = EO cos(wt — kx)

. 0E 0%E OF 0Z%E . ) : ,
Pour cela, on calcule les dérivées successives 5’302 3¢ 32 et on injecte dans l’équation de D’Alembert.

-~ = —Eywsin(wt — kx) ; 32 = —Eyw* cos(wt — kx)
aE - ZE =g 2
o = +Eyk cos(wt — kx) ; ke —Eok” cos(wt — kx)
On obtient : _
W2 2 Relation de
—k2 + —=0= k? = — dispersion, a
¢ ¢ savoir établir.

On en déduit la vitesse de phase :



Vitesse de la lumiere

1
VHo€o

Cc =

Application numérique a 3 chiffres significatifs :
€0 = 8,85.10712 F.m~?
to = 1,26.10"® H.m™1

c=3,00.108m.s™ 1!

. . . 1
Remarque : la pulsation propre d’un circuit R,L,C a pour expression wy = e donc F.H = s?
Pour une onde électromagnétique harmonique, vy = % = ¢, donc toutes les ondes électromagnétiques se

propagent a la méme vitesse dans le vide.

% = % = Af. Larelation usuelle|d = %\est donc issue de ’équation de D’Alembert.
Exemples:

* Quelestlordre de grandeur de la fréquence d’une onde lumineuse dans le visible ?
* Les micro-ondes ont des longueurs d’onde dans la gamme de 30 cm (1 GHz) a 1 mm (300 GH2z)



4. Structure des ondes planes progressives harmoniques (OPPH)

Dans le vide, E(M, t) vérifie Uéquation de D’Alembert, dont une solution particuliere
est U'onde plane progressive et harmonique. Une expression possible est

E(x,t) = EO cos(wt — kx) pour une propagation selon les x croissants.

Cette solution est aussi polarisée rectilighement, selon la direction de EO.
La direction de polarisation est liée a celle de "antenne émettrice. En optique on
peut aussi utiliser un polariseur.

Maxwell-Gauss apporte une contrainte sur la direction de polarisation :

X

divE =0 =
iv Fw

= 0= —kE,, sin(wt —kx) =0= E;,, =0

=|’onde est transversale

On peut choisir Uaxe des y tel que EO = E0§y



Champ magnétique associé

’onde électrique ne peut se propager seule. L’équation de Maxwell-Faraday
permet d’exprimer le champ magnétique associe.

otk = — E etE = E(x, t)é)y Choisie nulle,
caron
_, - OE,
rot E = —28, = +kE, sin(wt — kx) 8, rechercheune
a solution
aE’ ondulatoire, de
5 = “KBosin(or kg, o
nulle
- kE,
B = —Cos(a)t — kx)e, + cte o \
0 A savoir refaire, et a
— 0 5 adaptersiE = E(z,t)8,
B = ?COS(a)t — kx)e, par exemple.

B est donc egalement transverse, et orthogonal a E



Relation de structure

On peut récapituler |la
structure de UOPPH par la
relation suivante, appelée
relation de structure :
. kAE
B =——
0)

k = ku ou u est le vecteur qui
indique la direction et le sens
de propagation.

k est appelé vecteur d’onde.



5. Vecteur de Poynting

* Levecteur de Poynting modélise le transport d’énergie électromagnétique par
'onde :

EAB
Ho

[i] [1o]A.m™2% = [[50]] = A.m™1

[H] =V.mLAmI=W.m?

M=

* Analyse dimensionnelle :

D’apres Maxwell-Ampere, rot B = Ug] =

* Le flux du vecteur de Poynting a travers une surface correspond a la puissance
rayonnée a travers cette surface :

Pmy=ﬂﬁ-Z9’
S




Vecteur de Poynting pour une OPPH

Reprenons U'OPPH précédente :
E(x,t) = E, cos(wt — kx) éy

=y EO -
B(x,t) = —cos(wt — kx)e,

C
Alors
_ EAB EZ N
1= = cos“(wt — kx) e,
Ho HoC

En optique, les capteurs sont sensibles a la norme de la valeur moyenne de ﬁ,

appelée intensité lumineuse I :
2

[ =] <IT>| ZZMOCZEEOCEO




6. Energie electromagnétique

Le champ électromagnétique stocke de U’'énergie, dont voici la densité

volumique dans le vide :

1

2
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Partie électrique
Exemple du condensateur plan

N 2 €,S2
Energie stockée par le condensateur
0% 102

2¢S 2 C

avec C = %g la capacité.

€,5e =

1
Comme Q = CU, on retrouveECUz.

\

Partie magneétique
Exemple du solénoide
B = ponl = #0#1
1 1 pugN?I?
T2, 2 2
Energie stockée par la bobine

1uoN2I2S 1
e, Sl= =02 =
vt 2

On retrouve 'inductance L =

2

€

12

section|s$

. longueur | |

N spires
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.Ll,oNZS
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Energie electromagnétique pour une OPPH

Pour notre OPPH nous avions:
E(x,t) = E, cos(wt — kx) 8,

. E ]
B(x,t) = —OCOS(a)t — kx)e,, Plusieurs écritures
2 ¢ d’'une méme relation :
M = —2 cos?(wt — kx) &, ot
HoC VHo€o
Densité volumique d’énergie : to€oc? =1
1 1 Ef 1
€, = —€oEZ cos?(wt — kx) + ——-cos?(wt — kx = €
€, = €oE¢ cos?(wt — kx) €oC = —
HoC

L’énergie se déplace a la vitesse c. Pendant une durée At, U'énergie
moyenne traversant la surface S est :

1
< €, > ScAt = EEOEgCAt

On retrouve ]_{>

d
d

/
S
< Prgy > At =< ||TI|| > SAt 4/_>
cAt



7. Réflexion métallique

Schéma de Uexpérience :

d
x [
Emetteur d’ondes il
électromagnétiques Antenne
f =94 GHz sonde )
mobile
Plaque
métallique
- 2& o 5 Carte

d’acquisition

Alimentation| Amplification

Lors du déplacement de "antenne sonde selon x, on observe une succession de maxima et minima.

Interprétation : il existe une onde réfléchie, qui interfere avec 'onde incidente.



Modélisation par des OPPH

Ei(x, t)‘ ]_()i

ey x =0
fer | E.(x,1)

Onde incidente : Ei (x,t) = Ey cos(wt — kx)é,,
Onde réfléchie : E, (x,t) = E,, cos(wt + kx + ¢,)é,,

E,, est lamplitude de Uonde réfléchie, a déterminer.

¢, est le déphasage lors de la réflexion, a déterminer.

xRy

Vecteurs d’onde :
Onde incidente k; = ké,
Onde réfléchie k,, = —ke,

w
k=—
C

Remarque : limites du
modele de 'onde plane.
— 'amplitude E, dépend
de x sur Uexpérience.

— amplitude décroit
lorsqu’on éloigne de l’axe
principal, a x fixé.

Le champ électrique pour x < 0 est la superposition E(x, t) = Ei(x, t) + Er(x, t).




Etude a Uinterface air-métal

Nous considererons que 'onde électromagnétique ne pénetre pas du tout dans le métal : elle est
parfaitement réfléchie. C’est le modele du métal parfait.

Par ailleurs, 'équation de Maxwell-Gauss, permet d’établir que la composante tangentielle du champ
électrique est continue lors d’'un changement de milieu de propagation. C’est la relation de passage.

Dans notre situation, le champ électrique est tangent a 'interface. On obtient :
E(x=07,t)=E(x=0%t)=0
Relation de métal parfait
passage
En projection sur z :
Ey; cos(wt) + Ey, cos(wt + ¢py) =0
Ey, cos(wt + ¢y) = —E; cos(wt)
Ey, cos(wt + ¢y) = Ey; cos(wt + m)

Conclusion: Ey, = Ey; et ¢y = m.

L’onde réfléchie a donc méme amplitude que U'onde incidente. Un déphasage de m a lieu a la réflexion.



Onde stationnaire

Les ondes incidente et réfléchie ont pour expression :
E;(x,t) = E, cos(wt — kx)8,
E')r(x, t) = E, cos(wt + kx + m)e, = —E, cos(wt — kx)e,

L’'onde totale est
E(x,t) = Ey(cos(wt — kx) — cos(wt + kx)) &,

E(x,t) = E,(cos wt cos kx + sin wt sin kx — (cos wt cos kx — sin wt sin kx)) e,

E(x,t) = 2E, sin(wt) sin(kx) &,

Calcul a savoir mener

Dans cette expression, la variable de temps t et la variable d’espace x ne sont pas dans le
méme sinus. Londe n’a plus de sens de propagation. LUonde est stationnaire.

La forme mathématique générale d’une onde stationnaire est f(x)g(t).
La forme mathématique générale d’une onde progressive selon les x croissants est

f(x —ct) oug(t—f).

Cc




Noeuds et ventres

Le champ électrique est nul aux points tels que

sin(fkx) =0=>kx=nm=x = %’1 avec n entier.

Ces points sont appelés nceuds de vibration.

’amplitude de vibration est maximale aux |

points tels que

N|>J

2 -1 0 -9 B -7 i -b 4 -3 D -1 0

ni

sm(kx)—+1:>kX——+n7T:>x——+7 | |
Ces points sont appelés ventres de vibration.

Entre deux nceuds consécutifs, ily a donc une

distance A/2. Lexpérience permet une mesure

précise de A.

Surletracé A =4 cm.
Tracé de la fonction x = 6 sin(wt) sin(kx) aux instants

T 4T oT 11T 2T
t1=0,t2_ﬁ t3 = 15,421—5,t5=1—5 avecT—Z




8. Modes propres dans une cavité 1D

Deux miroirs sont placésenx = 0 et x = L. 'onde est confinée dans cet espace.
Comme un nceud estimposé en x = 0, on recherche une solution stationnaire de
la forme :

E(x,t) = 2E, sin(wt) sin(kx) éy

Un nceud supplémentaire estimposé en x = L, ce quiimpose sin(kL) = 0, et donc

L = :k_nn:>2n_nn:>L_nA
R A R -7

Les fréquences possibles sont donc quantifiées :
C C

=—=nNn—

A 2L




tr1)
 —

v

Les solutions obtenues sont appelées modes propres :

E, (x,t) = 2E,, sin (% t) sin (?) ey

On peut construire une solution plus générale en superposant ces modes propres :

E(x, t) = Z En(x, t)

Analogie acoustique : instruments a corde et a vent.

i est la fréquence fondamentale, qui détermine la note jouée.
Les amplitudes des modes propres définissent le timbre de Uinstrument en régime permanent.



Spectre du son émis par une clarinette
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Source : concours centrale-supelec TSI 2024
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