Equations différentielles www.jmcabrera.net

Exercices
Chap.10 : Equations différentielles
scalaires

1 Ordre 1
Exercice 1.1. 1. Résoudre sur|0;+oc [ ’équation différentielle suivante :
2ty +y = 1.
2. Résoudre sur RT™ ’équation différentielle suivante :
ty — 2y = 3.
3. Résoudre sur R ’équation différentielle suivante :
Yy —2xy = —(2z — 1)e”.

Exercice 1.2. 1. Déterminer les fonctions & valeurs complexes solutions

de l’équation différentielle :
y — 2y = (120,

2. Déterminer les fonctions a valeurs réelles solutions de I’équation dif-
férentielle :

y' — 2y = cos(2t)et.
Indication : penser da utiliser la question 1.

Exercice 1.3. On s’intéresse dans cet exercice a l’équation différentielle :
(1—a:2>y'+:ny:0

1. Résoudre cette équation sur l’intervalle | — 1;1].
2. Quelles sont les solutions de (E) sur | —oo; —1[ et sur ]1;+oo[?
3. Euiste-t-il des solutions de (E) sur R ¢

2  Ordre 2 a coefficients constants
Exercice 2.1. 1. Résoudre sur R ’équation différentielle suivante :

Y’ — 4y + 3y = el
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2. Résoudre sur R ’équation différentielle suivante :
y" — 4y + 3y = cos(2t).

3. Résoudre sur R ’équation différentielle suivante :

y" — 4y + 3y = €' + cos(2t).

Exercice 2.2. k étant un nombre réel fizé, on cherche, sur R, les solutions
de ’équation différentielle :

(&) 1y —2ky’ + (k2 + 1) y = sint + te"’.
On appelle (Fy) et () les équations différentielles :
F)y" —2ky’ + (K* + 1)y =sint
Yy Yy Y
(D) =y — 2Ky + (k:2 + 1) y = tekt.
1. Résoudre l’équation homogéne (%) associée a l’équation (&%).
2. On suppose dans cette question que k = 0.
(a) Déterminer une solution particuliére y; de ’équation différentielle
(F0)-
(b) Déterminer une solution particuliére yo de ’équation différentielle
(“0).-
3. On suppose dans cette question que k # 0.
(a) Déterminer une solution particuliére y, de l’équation différentielle
(Fk)-
(b) Déterminer une solution particuliére yo de l’équation (%) sous la
forme ya(t) = (at + b)e*.
. En déduire l’ensemble des solutions de (&%) suivant les valeurs de k.
4. En déduire I’ ble d lutions de (& want | l de k

Exercice 2.3. La tension u du condensateur d’un circuit RLC est une fonc-
tion du temps vérifiant I’équation différentielle

d?u du
LC—— 4+ RC— =F
gz TRt

Ur

e(t) <> L U,
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1. Déterminer une solution particuliere ug de cette équation.

2. On donne R =10Q,L = 0,1H,C = 5.107%F et E = 12V. Déterminer
I’ensemble des solutions de I’équation différentielle.

3. Déterminer l'unique solution vérifiant les conditions initiales usuelles
u(0) =0 et %(0) = 0 et tracer cette fonction a l’aide de votre calcu-
latrice.

3 Ordre 2

Exercice 3.1. On souhaite résoudre sur I =] — 1;+oo[ l’équation différen-
tielle suivante :
1+2)y —2¢+ (1 —2)y =xe”
1. Trouver une solution particuliére de [’équation homogéne associée a
(E) sous la forme x — €™ avec a € R d déterminer.

2. A Uaide de la méthode de Lagrange résoudre l’équation (E) sur 1.

Exercice 3.2. On considére l’équation différentielle :
(E) : 2®y"(x) + 2/ (z) +y(x) =0, 2 >0

1. Soit z une application deux fois dérivable sur R.
On pose Yz €]0,+oo[,y(x) = z(Inz).
Montrer que y est solution de (E) sur ]0,+o0o[si, et seulement si, I’ap-
plication z est solution sur R d’une équation différentielle d préciser
que l’on notera (H).

2. Résoudre (H).
En déduire I’ensemble des solutions de (E).

(E)
3. Déterminer l'unique solution du systéme suivant : y(1)=0
/
y(1) =1

4 Pour aller plus loin...

Exercice 4.1. Trouver les applications f : R — R dérivables en 0, telles
que :
V(z,y) € R?, fz +y) = e f(y) + ¢ f(2).

Exercice 4.2. On propose de résoudre sur]0,+oo [l’équation différentielle :

1
y=0.

ol
(&) :y t 53

1. Soit y une fonction solution du probléme. On pose, pourt € R :
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z(t) =y (e') ez,

(a) Ezxprimer y(x) en fonction de z(In(z)) pour xz > 0.

(b) En déduire que la fonction t — z(t) vérifie sur R une équation
(&) d’ordre 2 a coefficients constants.

(¢) Résoudre (&).
2. Résoudre l’équation (&).
Exercice 4.3. : L’équation différentielle
(B): |ty + (¢ = 1)y =t

admet-elle des solutions définies sur R ¢
Indication : on pourra d’abord la résoudre sur des intervalles ot l’on peut
la mettre sous "forme résolue”, c’est-a-dire sous la forme :

Yy +a(t)y = b(t).

TSI2-Lycée Antonin Artaud 4



