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Méthodes
Chap.10 : résoudre une équation

différentielle d’ordre 1

Méthode générale :

On souhaite résoudre ’équation différentielle :

(E) : ¢/ +a(t)y = b(t)

ou a et b sont deux fonctions continues sur un intervalle 1.
On procede en deux étapes :

1. on résout 1’équation homogene associée (H) : y' + a(t)y =0;
2. on cherche une solution particuliere yp de (F).

Remarque : s’il y a un coefficient devant ¢, on pourra diviser par celui-
ci apres avoir vérifié qu’il ne s’annule pas sur 'intervalle I de résolution.

1  Solutions de 1I’équation homogene

Théoréeme 1.1. Solutions de l’équation homogéne.
Notons A une primitive de a sur I. Les solutions de (H) sont les fonctions
de la forme :

yr(t) = de= A quec X € R,

Exemple 1.2. Résoudre (Hy) : xy’ —y =0 sur I =]0;+o0|.

Sur I,z # 0 donc (Hy) équivaut a y' — 2y = 0.

Une primitive de x — —1 est v — —In|z|. Les solutions de ( Hy ) sont

donc les fonctions de la forme
z = e~ (Clzh) = Nelnlol = \z| = Az
car x > 0 sur I avec X € R.

Remarque : Dans le cas ot a est une constante, une primitive de ¢t — a
est t — at et on retrouve ainsi le résultat vu en premiere année.
En effet les solutions de (H) sont dans ce cas les fonctions de la forme :

yg(t) = de

avec A € R.
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Exemple 1.3. Résoudre (Hz) : y' + 2y = 0 sur R.

Une primitive de t — 2 est t — 2t donc les solutions de (Hg) sur R sont
les fonctions de la forme :

t— e 2

avec A € R.

2 Recherche d’une solution particuliere

Il existe une méthode universelle pour déterminer une solution particu-
liere : la «variation de la constantey .
Pour cela :

1. On cherche yp sous la forme yp(t) = z(t)e=4® on z est une fonction
dérivable sur I (on a remplacé la constante de la solution homogene
par une fonction inconnue z, d’out le nom de la méthode).

2. On injecte yp dans (F), il y a toujours simplification des termes en z
et on arrive & une égalité de la forme 2/(t) = ...

3. Il suffit d’intégrer pour obtenir 2z puis yp.

Exemple 2.1. Déterminer une solution particuliére de
(Er) 2y —y==x

sur Uintervalle I =]0;+o0].

D’apres l'exemple 1.2, on va chercher une solution particuliére yp sous
la forme yp(x) = z(x)x ot z est une fonction dérivable sur I.
La fonction yp est dérivable sur I en tant que produit de fonctions dérivables
sur 1.

On calcule yp (dérivée d’un produit), on injecte dans (E) et on simplifie
(faire les calculs!) pour obtenir

12 (z) =z & 2 (z) = 1.

En intégrant, on a z(x) = In|z| = Inx et on obtient donc une solution
particuliere yp donnée par :

yp(z) = zln(z)
pour tout x € I.

Bien que cette méthode fonctionne théoriquement toujours, il est parfois
plus rapide de faire autrement :

e 1’énoncé peut avoir proposé une solution particuliere ;
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e il peut y avoir une solution particuliere " évidente » ;

e si le coefficient a est une constante, on peut chercher une solution
particuliere de la forme du second membre.
Par exemple, si le second membre contient des fonctions sin et/ou
cos, on cherche une solution particuliére comme combinaison linéaire
de sin et cos.

Exemple 2.2. Déterminer une solution particuliére de
(E2) :y' + 2y =6 surR.

On remarque que la fonction constante égale a 3 est solution évidente de
(E2).

Exemple 2.3. Vérifier que la fonction arcsin est solution particuliére de
(E3): V1 -2y +y=1+arcsinz sur J =] —1;1].

La fonction arcsin est dérivable sur J et on a :

Va € J, (arcsinz)' = ——=—;.

Ainsi :

Ve e JV1—22y +y=+v1-a2 x \/1177 + arcsinx = 1 + arcsin x
C’est-da-dire que arcsin est solution particuliére de (E3) sur J.
Exemple 2.4. Déterminer une solution particuliére de :

(Ey) : ¥ + 2y = 5cos(3t) sur R.

Comme les coefficients du membre de gauche sont constants, on va cher-
cher une solution particuliére sous la forme yp(t) = acos(3t) + [ sin(3t)
avec a et B des réels a déterminer.

Cette fonction est dérivable sur R et on a :

yp(t) = —3asin(3t) 4+ 36 cos(3t) pour tout t € R.

En injectant dans (E4) et aprés regroupement des termes, on obtient [’éga-
lité :
(2a + 33) cos(3t) + (25 — 3a) sin(3t) = 5 cos(3t).

204368 =5

1l faut donc résoudre le systeme 98— 30 =0

i - 10 15
On obtient a = 15 et B = 13.
Ainsi, une solution particuliére est donnée par :

t — 19 cos(3t) + 15 sin(3t).
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3 Solutions générales

Théoréme 3.1. Structure des solutions

Les solutions générales de l’équation différentielle (E) sont les fonctions de
la forme «solution homogéne + solution particuliére ».

Plus précisément, ce sont les fonctions de la forme :

t — Ae™ O L yp(t) avec A € R.
Exemple 3.2. Résoudre l’équation
(Er) :zy —y =z sur|0;4o0].

D’apreés lexemple 1.2, on dispose des solutions de l’équation homogéne as-
sociée et on a déterminé une solution particuliére dans l’exemple 2.1, d’ot :

S ={zr— Ar+zlnz avec X € R}.
Exemple 3.3. Résoudre [’équation
(E) 1y +2y =6 surR.

D’aprés lexemple 1.3, on dispose des solutions de I’équation homogéne as-
sociée et on a déterminé une solution particuliére dans l’exemple 2.2 , d’o :

S:{tl—>)\e_2t+2 avec/\eR}.

4 Probleme de Cauchy

Si en plus de I’équation différentielle on dispose d’une condition initiale
de la forme y (tp) = yo, on peut déterminer la valeur de A et donc obtenir
I’unique solution au probléeme de Cauchy.

ay —y=ua

y(1) =2

D’aprés lexemple 3.2 , les solutions sur |0;+oo[ sont les fonctions de la
forme :

Exemple 4.1. Résoudre le probléme de Cauchy {

y(xr) = Az +zlnzx avec A € R.

La condition initiale y(1) = 2 donne A x 1+ 1x1Inl =2, i.e. A\ =2.
Ainsi Uunique solution de ce probleme de Cauchy est la fonction définie sur
10; +o00[ par :

r+— 2z +zxlnzx.
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