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Exercice 0.1. On considére la suite (u, ) telle que :

U =1

— Un
n+1 /71+(n+1)u%7

1. Généralités.
(a) Calculer uy et us.
(b) Montrer par récurrence que :

vn € N,u, > 0.

(c) Montrer que (uy,) est décroissante. En déduire que (uy) converge.

(d) Montrer que Vn € N* u,, < ﬁ
(e) En déduire lim u,,.
2. Equivalent de (uy,).
Pour n € N, on pose v, = qu — u%

n+1

(a) Montrer que Vn € N,v, =n+ 1.

n
(b) Donner la formule pour Y k. La prouver par récurrence.
k=1

n—1
(¢) En déduire une expression simple de Y vg.
k=0

n—1
(d) En remarquant que Y vy est une somme télescopique, en déduire
k=0
2 _ 2
que Uy = Srrnga-
(e) Montrer que u, ~ %

3. Python.
(a) Rédiger une fonction terme-gen(n)sous Python qui recoit en ar-
gument un entier naturel n et qui renvoie la valeur de uy,.
(b) Rédiger une fonction équivalent(N) sous Python qui regoit en
argument un entier naturel non nul N et qui renvoie les valeurs

de k—\}‘g pour k € [0; NJ.

Quel est lintérét d’une telle fonction ?

Exercice 0.2. Soit f : R? — R? Uapplication linéaire définie par :

f:R* =R’

()~ (o)

On définit deux suites par :

TSI2-Lycée Antonin Artaud 1



DM1

= 4u, —
ug = 1,v9 = —1 et Vn € N, (S) { Unt1 tn = 6vn .
Un4+1 = Up — Un

1. Etude de Uapplication f.
(a) L’application linéaire f est-elle injective ¢
(b) Est-ce que f induit un automorphisme de R? ?
2. Soient F' = Ker (f —2Idg2) et G = Ker (f — Idg2).
(a) Donner une famille génératrice de F.
(b) Donner une famille génératrice de G.
(c) Montrer que F ® G = R2.
2 3 }

) 4 —6
3. SoztA—[ }etP—[l 1

1 -1
(a) En faisant explicitement le calcul, montrer que D = P~'AP est dia-
gonale.
(b) Montrer par récurrence que ¥Yn € N, D" = P~LA"P.

—243x2" 6—-6x2"

(c) En déduire que Yn € N, A" = { {1o9n  3_9x9n

4. On note pour n € N, X,, = { :}Ln }
n

(a) Expliciter X.
(b) Montrer que pour tout n entier (S) < X,11 = AX,.
(¢) Montrer que Vn € N, X,, = A" Xj.

(d) En déduire l’expression de u, et v, en fonction de n.
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