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Exercice 0.1. On considère la suite ( un ) telle que :u0 = 1

un+1 = un√
1+(n+1)u2

n

, n ∈ N.

1. Généralités.
(a) Calculer u1 et u2.
(b) Montrer par récurrence que :

∀n ∈ N, un > 0.

(c) Montrer que (un) est décroissante. En déduire que (un) converge.
(d) Montrer que ∀n ∈ N∗, un ≤ 1√

n
.

(e) En déduire lim un.
2. Équivalent de (un).

Pour n ∈ N, on pose vn = 1
u2

n+1
− 1

u2
n

.
(a) Montrer que ∀n ∈ N, vn = n + 1.

(b) Donner la formule pour
n∑

k=1
k. La prouver par récurrence.

(c) En déduire une expression simple de
n−1∑
k=0

vk.

(d) En remarquant que
n−1∑
k=0

vk est une somme télescopique, en déduire

que u2
n = 2

n2+n+2 .
(e) Montrer que un ∼

√
2

n .
3. Python.

(a) Rédiger une fonction terme-gen(n)sous Python qui reçoit en ar-
gument un entier naturel n et qui renvoie la valeur de un.

(b) Rédiger une fonction équivalent(N) sous Python qui reçoit en
argument un entier naturel non nul N et qui renvoie les valeurs
de kuk√

2 pour k ∈ J0; NK.
Quel est l’intérêt d’une telle fonction ?

Exercice 0.2. Soit f : R2 → R2 l’application linéaire définie par :

f : R2 → R2Ç
x

y

å
7→
Ç

4x − 6y

x − y

å
On définit deux suites par :
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u0 = 1, v0 = −1 et ∀n ∈ N, (S) :
ß

un+1 = 4un − 6vn

vn+1 = un − vn
.

1. Étude de l’application f .
(a) L’application linéaire f est-elle injective ?
(b) Est-ce que f induit un automorphisme de R2 ?

2. Soient F = Ker (f − 2IdR2) et G = Ker (f − IdR2).
(a) Donner une famille génératrice de F .
(b) Donner une famille génératrice de G.
(c) Montrer que F ⊕ G = R2.

3. Soit A =
ï

4 −6
1 −1

ò
et P =

ï
2 3
1 1

ò
.

(a) En faisant explicitement le calcul, montrer que D = P −1AP est dia-
gonale.

(b) Montrer par récurrence que ∀n ∈ N, Dn = P −1AnP .

(c) En déduire que ∀n ∈ N, An =
ï

−2 + 3 × 2n 6 − 6 × 2n

−1 + 2n 3 − 2 × 2n

ò
.

4. On note pour n ∈ N, Xn =
ï

un

vn

ò
.

(a) Expliciter X0.
(b) Montrer que pour tout n entier (S) ⇔ Xn+1 = AXn.
(c) Montrer que ∀n ∈ N, Xn = AnX0.
(d) En déduire l’expression de un et vn en fonction de n.
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