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CORRECTION

1 =1
vz U2 =3

(b) P(n): uy, est bien défini et uy > 0.
- Initialisation : Z2(0) : ug est bien défini et up = 1 > 0. Donc
2(0) est vraie.

- Hérédité : Soit n € N. Supposons que F(n) est vraie, montrons
que P (n + 1) est vraie.

Exercice 0.1. 1. (a) u; =

P(n) = uy, existe et uy >0
=1+ n+1u2 >1>0
Un
1+ (n+1)u?
= P(n+1)

= Upy] = existe et Up41 >0

Donc Z(n+ 1) est vraie.

- Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, &(n) est vraie
pour tout entier naturel n.

Un+1 _ 1 2 Un+1
(¢c) =t = VIt or 1+ (n+1)uy > 1 donc == <1 pour tout

entier naturel n. Donc Vn € N up11 < uyp, donc (uy) est décrois-
sante. (uy) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

(d) On a pour n entier naturel

2
U 1 1
Du? <1 Nl & n < s, <
(n+ Dy <14 (n+ D, I1+(n+1u2 ~n+1 u”“‘n—i—l
1
Su < —— caru >0

1
Vn € N*,Un S %

(e) On a pour tout entier naturel n,0 < u, < -1

%.
De plus im0 = 0 et lim ﬁ = 0 donc, par encadrement :
lim u,, = 0.

2. (a) On calcule en remplagant w41 par sa définition donnée dans l’énoncé
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vn € Nyv, = ” _E_ 2 =n+1
(b) Cours.
(c)
n—1 n—1 n—1 n—1 2
n—1)n n°—n+2n
o= (k)= Y ke y 1= O, o
k=0 k=0 k=0 k=0

n—1 2
YneN, Y v = %
k=0

u ug Uz 2 -

n—1 2 2
(d)VnGN,kgovk:i%—% %—1:wDonc%=1+"T+"=

n24+n+2 e 2 _ 2
5. Ainsi Vn € N, up = 75255

(e) Comme uy >0 on a donc u, = ﬁ

De plus n®> +n +2 ~ n? doncunrw%.

3. Python.

(a) Rédiger une fonction terme-gen(n)sous Python qui recoit en ar-
gument un entier naturel n et qui renvoie la valeur de uy,.

from math import sqrt

def terme_gen(n):
u=1
for k in range(1, n + 1):
u=u/ sqrt(l + k x uxx2)
return u

(b) Rédiger une fonction équivalent(N) sous Python qui regoit en
argument un entier naturel non nul N et qui renvoie les valeurs
de k—\}%“ pour k € [0; NJ.

Quel est lintérét d’une telle fonction ?

from math import sqrt

def equivalent(N):
L=1]
for k in range(N + 1):
L.append(k = terme_gen(k) / sqrt(2))
return L

TSI2-Lycée Antonin Artaud 2



DM1

g

Cette fonction permet d’observer les valeurs de 4% et de conjec-

S

turer que cette suite converge vers 1.

ce qui revient a dire que :

V2

U ~ —

k

Lintérét de cette fonction est donc de permetire une vérification
numérique de ’équivalent de la suite (uy).

Exercice 0.2. 1. (a) On détermine Ker(f).

()0 =L =

Par pivot de Gauss on trouve que Ker(f) = {Op2} donc f est injective.

(B) Soit () € R%. Par pivot de Gauss on obtient :

-1
x u dr — 6y =u u= a3y
f = And r— — S v
4 v v =—3x+2y

Donc f est surjective et f induit un automorphisme de R2.

Autre méthode : un endomorphisme injectif de R? est nécessairement
bijectif, ¢’est donc un automorphisme de R?.

1l était donc inutile de prouwver la surjectivité.

2. (a) (f = 2Idg2) ((2)) = ((323)).
(x,y) € F & (f —2[dg2) ((z)) = (8) & x = 3y.
Donc F == Vectr ((i’))

(b) (z,y) € G & (f = 3Idgs) (1)) = () & = =2y.
Donc G == Vectg ((?))

(¢c) - F+G =R? car (?) et (:1)’) sont deuz vecteurs non colinéaires du plan,
donc forment une base de R?.

-FNG= {ORz}car)\@) = u(:{') & {
Ainsi F @ G = R2.

2\ =3p

\ SA=p=0.

3. (a) Par pivot de Gauss on obtient :

pl= [ s } etD:P‘lAP:{

10}
1 -2

0 2
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est bien diagonale.

(b) Soit P(n) : D* = P~*A"P pour n € N.

Initialisation : D° = Iy = P7'P = P~'I,P = P71A°P donc 2(0)
est vrase.

Hérédité : Soit n € N, supposons que P (n) est vraie. Montrons que
Z(n+ 1) est vraie.

P(n) = D" = P 'A"P
= D"D =P 'A"PD
= D"tl = p~lgnpp-lAp
= D"l = p7lgnAp
— pntl _ p-lgntlp
= Z(n+1)

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, & (n) est vraie pour
tout entier naturel n.

(¢) On a donc pour tout entier naturel n :

2 3 1 01" -1 3
n __ np—1 __
At =PpPD"P —{11H0 2}{1 —2}

oo 1A

On effectue le produit précédent pour obtenir :

2 3
11

VneN,A”:[_Q—i_sz 6—6x2 }

—-142" 3—-2x2"

4 (a)X():[_ll]

(b) On effectue le produit matriciel AX, = dun — Gun

donc (S) & Xp41 = AX,.

(c) Soit Z(n) : X,, = A" Xy pour n € N.
Initialisation : Xo = I5Xq = AY Xy donc Z(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N, supposons que P(n) est vraie. Montrons
que P (n + 1) est vraie.

Up — Un

} , on obtient

P(n) = X, =A"Xo
= AX, = AA" X,
= X1 = A"MX,
= P(n+1)
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Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, &2 (n) est vraie

pour tout entier naturel n.
up | [ —2+3x27 6—6x2”}{ 1 }
(d) Onadonc{vn}—[ 1497 3_9xon 1

En particulier :
U, =—8+9x2"

VneN,{ _ 44 3xom

n
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