Intégration www.jmecabrera.net

Exercices
Chap.3 : Intégrales
Rappels et généralisation

1 Intégrale d’une fonction continue sur un seg-
ment

Exercice 1.1. Uniquement a l’aide du tableau des primitives donné dans le
formulaire scientifique interdisciplinaire, calculer les intégrales suivantes :

1. folﬁ dx 3. [ |2? — z|da
3 1 3
2. J5 gyt 4o Ji A da

Exercice 1.2. A laide du théoréme d’intégration par partie, et du tableau
des primitives usuelles, calculer les intégrales suivantes :

1. [f 2?In(z)dx
2. ff’:cgln(:v)d:c
3. f01/2arcsin(x)dx

Exercice 1.3. A l'aide des changements de variable indiqués, calculer les
intégrales données.

1. fy 557 dz, en posant t = 2z + 1.

2. fo 1 (o 5;+) dxz, en posant t = v + Va2 + 1.
Va2+1

3. f1/2 m In (xwﬁ) dz, en posant u = -%5.

Exercice 1.4. En utilisant judicieusement, soit les primitives des fonctions
de la forme (355)6))”’ soit la décomposition en élément simple d’une fraction

rationnelle, ca

culer les intégrales données.

1 3x+1 1

L Jo (3224-22+1)* dz. 5. fa:2+x+1 dz
z2—3z4+4 1

2 f(] e R— d.’IJ 4 Im dx

Exercice 1.5. 1. Montrer que Vx > 0,0 < In(l+z) <z
o . 1 n _
2. En déduire que ngrfoo JoIm(1+2m)dz=0.

Exercice 1.6. Soit f une fonction continue sur R.
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1. On suppose que f est paire. Montrer que [ f(t)dt = 2 [¢' f(¢)dt.
Indication : utiliser la relation de Chasles et le changement de variable
u = —t, mais de facon judicieuse....

2. On suppose que f est impaire. Calculer [*, f(t)dt.
Exercice 1.7. Soit x € [0;1] et f définie sur [0;1] par f(t) = In(1 +1t).

1. Pour k € N*, déterminer f*)(t). (Calculer les premiéres dérivées puis
conjecturer et démontrer le résultat pour k quelconque.)

2. En appliquant ’inégalité de Taylor-Lagrange sur l'intervalle [0;x] a la
fonction f, montrer que :

n k—1,.k
(-1 x 1
In(1+x) — E <
= k n+1

5 , . s . (—1)’“711‘1c 9
3. Qu’en déduit-on sur la série ) ~—7—— ¢

k2

n
Exercice 1.8. On cherche d calculer lim > 5.
n—+oo 1 " +

n
1. Mettre la somme sous la forme % > of (%), en choisissant bien la
k=1

fonction f.

2. Appliquer alors le théoréme de la moyenne avec la fonction f détermi-
née ci-dessus et a =0 et b =1, pour calculer la limite demandée.

Exercice 1.9. A l'aide de sommes de Riemann, déterminer les limites sui-
vantes :

im 13k im 3 1

L nll}I—ir-loo n kzzjl n ’ nll}I—ir-loo kzzjl v n(n+k)
. 3

2 lim Z vy

2 Suites d’intégrales

Exercice 2.1. Pour tout entier n, on pose I, = f(;r/Q sin™(t)dt.
1. Montrer que la suite (In), oy est positive et décroissante.
2. Ezxprimer I o en fonction de I,.
3. Expliciter I, en fonction de n. (Distinguer le cas n pair et le cas n
impair).

4. Montrer que I o Int1-
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5. Montrer que la suite de terme général u, = (n+1)1I, 11, est constante.
En déduire un équivalent de I, en l'infini.

6. Montrer la formule de Wallis : ngr_{loo f;;((;;); =T

3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Exercice 3.1. On définit f sur R par f(z) = (z — 1) |2?].
1. Montrer que f est continue par morceaux sur R.

2. Calculer ff f(z)dz.

4 Extension de la notion d’intégrale

Exercice 4.1. Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes, et
en cas de convergence donner leur valeur :

1. f) PV
2 1+t2 o

J:
JoF® we™ dx
3. 0 ze ™ dx J.

> cos(z)dw
5 Utilisation des critéres de convergence

Exercice 5.1. A l'aide du critére des équivalents, déterminer la nature des
intégrales sutvantes :

+00 2243
1. Jo \/ 523132217 da 4- f x2+4z+4 dz

1 1 +
3. fol xl‘?fl dx
. 1 In(14t)
Exercice 5.2. 1. On souhaite déterminer la nature de dt.

sin(t)
(a) Ou se trouve(nt) le(s) probléme(s) de convergence ?

(b) Déterminer un équivalent simple de ln(l(t)t) en 0 .

(¢) Que peut-on dire de lim hl(i;g) et donc de la nature de [ h;l(izg) de?

2. En s’inspirant de la methode de la question 1., déterminer la nature

de [} £obdt

Exercice 5.3. 1. On souhaite déterminer la nature de f12 tQ%t dt.

(a) Ou se trouve(nt) le(s) probléme(s) de convergence ?
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(b) Justifier que ﬁ ~ ﬁ

(¢) Par la "méthode par calcul”, déterminer la nature de f12 A dt.

(d) Conclure quant da la nature de f12 ﬁ dt.

2. En s’inspirant de la méthode de la question 1., déterminer la nature

+00 2+1lnx
de [ =25F da.

Exercice 5.4. 1. On souhaite déterminer la nature de f0+°° e du.

(a) Ou se trouve(nt) le(s) probléme(s) de convergence ¢ Quel est votre
"intuition" quant a la réponse d ce(s) probléme(s) ¢

b) Déterminer un réel a > 1 tel que lim u%e u? =0
( o
U—+00

(c) Grice a la question précédente, on peut dire qu’il existe ¢ > 0 tel
2 \
que, pour tout u > c,e” " < u% Conclure alors quant a la nature

de [;7°° e du.
2. En s’inspirant de la méthode de la question 1., déterminer la nature

+oo Inzx
de |, TP dx

6 Changement de variable

Exercice 6.1. 1. Pour quelles valeurs de a € R, lintégrale

+o0o
1(@) = "™ s A

est-elle convergente ¢
2. (a) Grace au changement de variable t = %, montrer que :

xCL

+o0
Ha) = /0 022 0 +a0

(b) En déduire que I(a) = 7. (Indication : calculer I(a) + I(a))

Exercice 6.2. 1. Justifier la convergence de l’intégrale fgr/2 In(sin(¢))dt.
On pose I = f0ﬂ/2 In(sin(¢))d¢

2. A laide du changement de variable x = 5 —t, montrer que :

w/2 ) w/2
/0 In(sin(t))dt = /0 In(cos(t))dt

3. En calculant de deux maniéres la somme fgr/Q lm(sim(t))dt—i—foﬂ/2 In(cos(t))dt,
montrer que :

2] = —g In(2) + % /07r In(sin(u))du

4. Montrer que [T, In(sin(u))du = f(;r/Q In(sin(u))du.
5. En exploitant les deux questions précédentes, déterminer la valeur de
1.
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7 Une intégrale semi-convergente

Exercice 7.1. 1. Montrer que lintégrale I = f0+°° % dt est conver-
gente.
Indication : utiliser une intégration par partie sur une intégrale sur
un segment bien choisi.
2. Montrer que lintégrale I n’est pas absolument convergente.

sin(t) > sin?(t) _ 1—cos(2t)
t = t - :

Indication : remarquer que pour toutt > 1, 5

8. On admet que I = . Soit a € RY*, montrer que Uintégrale I(a) =
400 sin(at)
t

0 dt est convergente et déterminer sa valeur.

N2
4. Montrer que Uintégrale [ (Smt(t)) dt est convergente et déterminer

sa valeur.

8 Fonctions définies par une intégrale

Exercice 8.1. Pour x € R, on pose T'(z) = [;F® e 't"~1 dt.
1. Montrer que l'intégrale T'(x) est convergente si et seulement si x > 0.
2. Montrer que pour tout x > 0,T'(z + 1) = «2'(x).
3. En déduire la valeur de I'(n 4+ 1) pour tout n € N.

Exercice 8.2. Soit f la fonction définie par f(x) = 1+°° % dt.
1. Déterminer l’ensemble de définition de f.
2. Quel est le sens de variation de f7
3. On admet que f est une fonction continue sur son ensemble de défi-
nition.
(a) Déterminer f(x)+ f(x + 1) pour x > 0.
(b) En déduire la limite de f en 0 et en +oo.

9 Fonction intégrables

Exercice 9.1. Supposons que I est un intervalle borné et que f est une
fonction continue et bornée sur I. Montrer f est intégrable sur I.

Exercice 9.2. Soit f une fonction définie sur R™ et d valeurs dans R. On
suppose que f est continue sur RT, décroissante sur RT et intégrable sur
RT.

1. Montrer que pour tout = > 0: [** f(£)dt < zf(x) < 2 [, f(t)dL.

T

. 2x _
2. Montrer que zgr_&o L f(H)dt =0.
m f(x) =

li
T—>+00

e

3. En déduire que

TSI2-Lycée Antonin Artaud 5



