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Exercices
Chap.4 : Déterminants

1 Propriétés générales

Exercice 1.1. Soit n un entier non nul impair et soit A € M,(K) une
matrice antisymétrique.

1. Exprimer de deuz fagons det (AT) en fonction de det(A).
2. Que peut-on dire de la valeur de det(A) ?

3. Et sin est pair ?

Exercice 1.2. On considére deux matrices inversibles A et B appartenant
a Mpn(R) telles que AB+ BA = 0.
Montrer que n est un entier pair.

Exercice 1.3. Soit A € #,(R), on définit la matrice B de Mo,(R) par
B = ( 0 61 ) Ezxprimer le déterminant de B en fonction de celui de A.

2 Calculs de déterminants

0 a b c
. . a 0 b c
Exercice 2.1. On souhaite calculer D =
a b 0 ¢
a b ¢ 0
1. Effectuer sur D lopération Cq < C1 + Co 4+ C3 + Cy.

Lo+ Ly— 14

2. Effectuer sur D les opérations ¢ Ls < Ls— L1 .
Ly+ Ly— 14

3. Conclure sur la valeur de D.

Exercice 2.2. Cualculer les déterminants suivants :

a b c 1 0 3 0O
1. Di=|c¢ a b 01 0 3 0

b ¢ «a 8 D3=|a 0 a 0 3

11 1 1 b a 0 a O
5 Dy 12 4 6 0 b 0 0 a

1 35 7

1 4 7 10
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r+2 2x+3 3r+4
Exercice 2.3. Résoudre l’équation : | 2x+3 3z+4 4x+5 |=0
3z+5 Sdxr+8 10x+17
Indication : utiliser les opérations sur les lignes et les colonnes pour "faire
sortir " des facteurs du type ax + b.

Exercice 2.4. Soient a,b et c trois réels distincts. On pose, pour tout réel
c— a—T a—=
z,f(x)=|b—2x c—x a—=x
b—z b—2x c—x
1. (a) A Uaide de deuzx opérations sur les lignes montrer que

c— a—T a—=
fle)y=| d e f
g h k
ou d,e, f, g, h et k ne dépendent pas de x.
(b) Sans calculer explicitement le déterminant, expliquer pourquoi
f(z) est de la forme mz + p avec m et p deuz réels indépendants
de x.
2. (a) Calculer f(a) et f(b).

(b) En déduire les valeurs de m et p en fonction de a,b et c.

c a a
3. Grace aux calculs précédents, calculer trés rapidement | b ¢ a
b b ¢
c a
4. En s’inspirant de la méthode détaillée ci-dessus, calculer
b ... b

(déterminant d’ordre n )

Exercice 2.5. Pour tout (a,b) € K2 et n > 2 calculer le déterminant d’ordre

n sutvant :
a b ... ... b
a
Dp=\|: 9% . b
: . a b
b ... ... b a

Indication : on pourra commencer par ajouter a la premiére colonne toutes
les autres colonnes.

Exercice 2.6. On considére les 3 polynomes suivants :

Qo=X-1 Q1=X+i Q2=X2—1X
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On considére de plus la base canonique de Co[X]: B. = {Py, P, P2}.
1. Montrer que la famille B = {Qo, Q1,Q2} est une base de Co[X].
2. Calculer detg (Py, Pi, P»).

Exercice 2.7. On considére .#»(R) l'espace vectoriel des matrices symé-
triques de #>(R).

1. Montrer que la famille B = {A,B,C}, ou A = ( L0 ) ,B =

0 0
01 0 0
(1 0) et C = ( 0 1), est une base de ./5(R)

2. On pose My = (1) }),Mgz(é ?)etM;;:(i é)

Calculer detg (My, Mo, Ms).
3. La famille { My, Ma, M3} est-elle une base de S (R) ?

3 Déterminant d’endomorphisme

Exercice 3.1. Soit u l’application définie sur R,[X]paru(P) = X P'+P(1).
1. Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].
2. Calculer det(u).

3. w est-il un automorphisme de R,,[X] ?

4 Pour aller plus loin

Exercice 4.1. Le déterminant de Vandermonde de (a1,...,a,) € K" est
défini par :
1 a; af ... !
1 ay a3 ... ay !
\%4 ((11, ) an) -
1 a, a2 ... a!

1. Quelle est la valeur de ce déterminant s’il existe i # j tel que a; = a; ?

2. On suppose maintenant que les a; sont deur a deux distincts. Pour
tout x réel, on pose :

P(z) =V (ai,...,an—1,7).

(a) Montrer que P est un polynome de degré inférieur ou égal a n—1.
(b) Quelles sont les racines du polynome P?

(c) Quel est le coefficient du terme de plus haut degré dans le poly-
nome P?
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n—1
(d) En déduire que, Vx € R, P(x) =V (a1,...,an—1) X [I (z — ag).
k=1
3. Montrer par récurrence que :¥n = 2,V (a1, ...,an) = ] (a; —a;).
1<i<j<n

TSI2-Lycée Antonin Artaud 4



