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Exercices
Chap.5 : Séries numériques

1 Nature et somme d’une série

Exercice 1.1. En calculant les sommes partielles, déterminer si les séries
sutvantes sont convergentes. Le cas échéant calculer leur somme.

1. > uy avec u, = 1In (1 — %) 5. > wy, avec :
n>2 n>2
2. Y e 3n _In(%F)
Z Wn = In(n) In(n+1)
_ 1
J. n§2 Un QUEC Up = n(n—1) 6. 22714-1(_3)2—71
7 ¥ In(1- %)
4. Yn(n+1) n22
Exercice 1.2. 1. Trouver trois réels a,b et c tels que :

1 _a b c
n(n+1)(n+3) — n + n+1 + n+3"°

2. En déduire la valeur de Y p_, m

3. En déduire la nature et la somme de la série : ), - m

4. Sur le méme modele déterminer la nature et la somme de ), o m

Exercice 1.3. Utilisation des critéres de convergence
Déterminer la nature des séries suivantes (on pourra faire appel a toutes les
techniques du chapitre...) :

n;( ) 4 @(\/ﬁ =) X R
5 Y (=1)"ne™" 9 ‘;:—Z
2. Z;lnln (1 + %) 6y In(n) n>1
2 . S n2+In(n) 10. Z \/ﬁcos(n)—;g—l)" In(n)
n>1
5.y & (DI
nz1” =i 1y G

Exercice 1.4. 1. Montrer que In(In(n + 1)) —In(In(n)) ~ —=—

n——+oo nIn(n)”
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1

2. En déduire la nature de la série Y OR

n>2

Exercice 1.5. A l'aide des développement limités déterminer un équivalent

simple (de la forme n%) de chacun des termes généraux des séries suitvantes

puis déterminer la nature des séries :

1. Y uy avec up = 31In (n? 4+ 1) — 21In (n® + 1)
n>1

2. 3 vp avec v, = (l+l)nfe;

n

n>1
3. > wy avec wy, = Yn+1— Yn.
n>1

2 Critere spécial des séries alternées

Exercice 2.1. 1. Montrer que la série :
3 (="
n+1
est convergente.

2. Montrer que Vn € N :
n

-1 k 1 dt 1 tn+1
Z ( ) :/ _ (_1)n+1/ dt
k+1 o 1+1¢ o 1+1

k=0

3. Montrer que :

gl 1
VYn eN,0< dt <
o 1+1¢ n—+2
4. En déduire que :
+oo
_1)n
Z( ) =1In2
n+1

n=0

5. Donner une valeur approchée de In2 d la précision 1073,

3 Exercices complets

Exercice 3.1. On pose, pour tout n entier > 1 :

|
Su= % 5 =S —Inm) ; bi=S ~In(n+1)
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1. Montrer que pour tout k € N* : k%rl <In(k+1) —In(k) < 1. Indica-

tion : penser a linégalité des accroissements finis.
2. (a) Montrer que les suites (an),cn+ €t (bn),en- Sont adjacentes. On
note v leur limite commune. ( -y s’appelle la constante d’Euler)
(b) Montrer que v > 0.

n
3. En déduire que Y + =In(n)+ v+ o(1) lorsque n — +oc.
k=1

Cette égalité s’appelle le développement asymptotique de la série
harmonique.

Exercice 3.2. Soit a > 0. Pour n € N, on pose u,, = "n%:% et pour
n € N*, on pose v, = In (“Z%)
1. Donner une expression explicite de v,.
2. Donner la nature de la série > v,.
n>1
3. En déduire que la suite (In (uy)),, est convergente.

4. Justifier qu’il existe une constante C > 0 telle que :

n! ~ Cynn"e ™ Formule de Stirling

n——+o00

Exercice 3.3. Soit A > 0 et (un),cy la suite définie par

:Vn € Nyu, = (,\ZIJE

1. La série > u, est-elle absolument convergente ?
2. Vérifier que pour tout entier n,u, = (—1)" fol A dt.
3. (a) Montrer que pour toutn € N, > 0o up = fol %4—% en précisant
la valeur de r,.
(b) En utilisant le fait que tiﬁ:;)
trer que limy, 4 oo 7 = 0.

< D pour tout t € [0; 1], mon-

(c) En déduire que la série > u, est convergente et que l'on a :

1 dt
> Un = Jo T

n

En déduire les val d*ff’(—l)" t*‘f(—l)
4. En déduire les valeurs 671:0 pra 2 L AT

4 Pour aller plus loin...

Exercice 4.1. On considére une série ), ~1 un a termes strictement posi-
tifs. On suppose qu’il existe o € R tel que :
U o 1
n+1 :1—|——{—O(2)
Up, n n
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1. Pour B € R fixé, on pose : v, = In ((n + 1)5un+1) —In (nﬁun>
Donner les valeurs de (3 telles que la série ), v, converge.

2. En déduire qu’il existe A € R tel que u,, ~ An®.
n——+

o0

3. Donner la nature de > uy en fonction de la valeur de o.
n>1

1l s’agit du critére de Raabe-Duhamel.

TSI2-Lycée Antonin Artaud 4



