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I Décompositions de matrices

I.LA Un exemple introductif
Q 1. Un développement de det(P) suivant sa 2eme colonne permet de voir que

1 4

2 -1
det(P):—(—3)‘ P ’—3'2 L

‘:3.0_3-(—9)=27¢0,

ce qui prouve bien que la matrice P est inversible. Donc la suite (cy, ¢z, c3) des colonnes de P forme une
base %; de R3, comme annonceé.

1 1 1/3
Q2. . u1=—'61:§-61= 2/3
el o

-3 1/3 -2
. vz=Cz-<Cz;u1>-u1=( 0 )—(—3)-( 2/3 )=( 2 )
3 -2/3 1
1 -2/3
Up=———- VU2 = 2/3
ool ( 1/3 )

4 -2 2
. Vs=Cs—<63;u1>-u1—<63;u2>-uz=63—0-u1—(—3)~uz=( -1 )+( 2 )=( 1 )
2

1 2/3
ug=——->-v3=| 1/3
sl 23

Conclusion : la famille (u;; up; us) donnée par

1/3 -2/3 2/3
u = 2/3 , Up = 2/3 , Uz = 1/3
-2/3 1/3 2/3

forme une base orthonormée %, dans R®.

Q 3. Tant la base canonique 2 que la nouvelle base 98, constituent des bases orthonormées pour le produit
scalaire standard dans R®; donc les matrices de passage Q = coordg (%) et Q! = coordg, (98) sont or-

thogonales, ce qui revient a dire que Q_1 = QT .

Q4. Ona R =coordg, (%), et d'apres les calculs effectués ala Q2 :

. ulzg-cl,doncclz?)-ul,

1
. ugzg-(c‘2+cl),donccz:3-u2—3-u1,
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Q5.

Q6.

Q7.

1
. u3=g-(c‘3+3-u2),don003=3-u3—3-u2,

ainsi
3 -3 0
R = coordg, (%81) = coordy,,u,,us) (c1,¢2,c3) =] 0 3 -3
0o 0o 3

P est la matrice de changement de base ol sont stockées (en colonnes) les coordonnées respectives de
c1,C2 et c3 dans la base canonique, autrement dit P = coordg (%;). En composant les changements de
base, on obtient tout aussi bien

P = coordg (%81) = coordg (98,) x coordg, (%81) ,

soit , ce qui est 'identité annoncée.

I.LB Cas général : décomposition de QR

Soient cj,¢y,...,c; les colonnes de la matrice P. Comme P est inversible, 98; = (¢, ¢, ..., ;) forme une
base de R”. En appliquant a cette base le procédé de Gram-Schmidt, on parvient a former une nouvelle
base %, = (uy, s, ..., u,) de R"; 98, est une base orthonormée de R” vérifiant

Vke{l,2,...,n}, Vect(uy, uy,...,u;) = Vect(cy, ca,...,Ck),

et cette derniere propriété géométrique se traduit algébriquement par le fait que la matrice de passage
R = coordg, (98,) est triangulaire supérieure. Sa matrice inverse R = coordg, (%81) est donc elle aussi
triangulaire supérieure.

En outre, dans le procédé de Gram-Schmidt déja mis en oeuvre a titre d’exemple dans la Q2, les identités

1 1 k-1
Up = —— vk——-(ck— > (ck;uj)-uj)

vl vl |

donnent inversement :
k-1

ek =lvil-up+ ) (cxsuj)-uj,
j=1
ce qui permet d’affirmer que tous les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire supérieure R =
coordg, (%81) sont bien strictement positifs.
Enfin, puisque les bases % (base canonique) et %8, sont toutes deux orthonormées, la matrice de passage
Q = coordg (98,) est bien une matrice orthogonale.
En conclusion, on peut affirmer que

P = coordg (%81) = coordg (98;) x coordg, (%81) = Q x R,

ol Q est orthogonale, R triangulaire supérieure et a coefficients diagonaux strictement positifs.

L'équation donnée est alors équivalente a
Rx=Q 'b= QTb:y

enposant y=Q b= ys... y)’.
Comme R est triangulaire supérieure et a coeff. diagonaux strictement positifs, on pourra résoudre cette
1

derniere équation "en remontant” : on commencera par observer que x, = — J5, ce qui permettra d’ef-
nn

fectuer une substitution pour obtenir x;,_; a partir de I'identité x;,_1 = —— (V5 — rn—1.nXn), €tc.
r ,
n-1,n-1

Rémi Crétois, Eric Mercier, Michel Sortais -2- CCS TSI MATHS? - 2020



CCS TSI MATHS2 Corrigé 2020 - Filiere TSI

Q8.

Qo.

Q 10.

Q11.

Soient ¢y, ¢2,..., ¢, les colonnes de la matrice M, puis Cy, Co, ..., Cy celles de la matrice I,,.
Pour k € [1; n], on dénote par (/) 'hypothese

6‘1=C1,62=C2,...,Ck=Ck

e Initialisation : montrons que (/) est vraie. Comme la matrice M est triangulaire supérieure, sa 1ére
colonne est de la forme ¢; = (m1,1,0,0,...,0)T, et comme M est orthogonale, cette 1ére colonne est
normée, en sorte que m;,; = +1; enfin, puisque les coefficients diagonaux de M sont strictement po-
sitifs, on doit avoir m;,; = 1. Ainsi: ¢; = (100... 0’ = C, et 'hypothése (A#) est vérifiée.

e Hérédité : pour k € [1;(n — 1)], supposons que '’hypothése (#%) est vérifiée, et montrons que cela
entraine la validité de (A,1).

Comme M est triangulaire supérieure, sa (k + 1)éme colonne est de la forme

T
Ck+1 = (ml,k+l) m2,k+lr ceey mk+l,k+170» 0; .. vO)

Comme M est orthogonale, en prenant en compte I'hypothése (#%), on obtient

M1 k+1 = (C1; Cre1) = (€15 Cr41) = 0, M g1 = (C; Ca1) = (€25 C41) =0, ..., My g1 = {Cy; Cpa1) = {Ck; Cr+1) =0,

en sorte que la (k + 1)éme colonne de M prend la forme ¢y =(0,0,...,0, M1 £+1,0,0,..., O)T.

Toujours d’apres I'orthogonalité de la matrice M, on doit avoir : My k41 = 1.
Enfin, comme M est a coefficients diagonaux strictement positifs, on obtient : m.; x+1 = 1, ce qui
acheve d’établir la validité de (S41).

e Conclusion : les deux points précédents permettent d’affirmer que (/) est vraie, ce qui signifie que
les colonnes ¢y, ¢y, ..., ¢, de la matrice M coincident avec celles de la matrice I, autrement dit que
M=1,.

N.B. : alternativement, sans suivre les indications, on pouvait se contenter d’observer que M~' = M7 est
encore triangulaire supérieure, en sorte que M est a la fois orthogonale et diagonale; mais alors, chacun
des coeff. diagonaux de M se doit d’étre de la forme m;; = +1, et comme par ailleurs M est a coeff.
diagonaux > 0, on obtient bien M = I},.

Les matrices triangulaires R; et R, ayant chacune un déterminant strictement positif, elles sont toutes
deux inversibles; I'identité Q; R, = Q2 R, donne alors successivement Q; = Q2 R2 R 1 puis Q, lQl =RoR; 1
Mais Q, lQl est une matrice orthogonale (comme produit de matrices orthogonales), tandis que RyR; 1
est triangulaire supérieure et a coefficients diagonaux strictement positifs, comme produit de 2 telles
matrices. D’aprées la Q8, il s’ensuit que Qz_lQl = RZRI_1 = I, ce qui donne bien Q2 = Q; et Ry = R;.

I.C Décomposition d’'une matrice dont le polynéme caractéristique est scindé sur R

Comme y 4 est scindé sur R, la matrice carrée A est trigonalisable dans .4, (R) : il existe P € GL,(R) et
T triangulaire supérieure telles que A = PTP~!. En appliquant alors la décomposition QR 2 la matrice
inversible P, il vient

A=PTP™'=(QRTR Q) =QRTR™HQ" = QTQ",
et il reste 4 observer que T = RTR™! est bien triangulaire supérieure (comme produit de matrices trian-
gulaires supérieures).
Prenons pour matrice orthogonale Q une matrice déja apparue dans la Q3 :

1/3  -2/3 2/3

Q=| 213 2/3 13
—2/3 1/3 2/3
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Q12.

Q13.

Q14.

et pour matrice triangulaire supérieure la matrice

1 10
T=]10 2 1
0 0 3
Il est évident que la matrice carrée
1/73 0 1/3
A=QTQ'=QrQ"=| 0 7/3 4/3
4/3 1/3 2

est diagonalisable, puisqu’elle posséde trois valeurs propres distinctes (Sp.(A) = Sp.(T) =11,2,3}). Toute-

fois, A n’est pas orthogonalement diagonalisable, puisqu’elle n’est pas symétrique.

N.B. : de facon plus minimaliste, on pouvait ici s’épargner quelques calculs en se contentant de poser

Q=1Is.

Ici encore, on pourrait procéder de facon (ultra) minimaliste en se contentant de poser: A=Q =T = Is.

1/3  -2/3 2/3

Alternativement, on pourra reprendre la matrice Q = 2/3  2/3 1/3 | et poser cette fois-ci T =

-2/3 1/3 2/3

1 00
(0 20 ),ce qui donne alors
0 0 3
713 0 2/3
A=QTQ"=| 0 5/3 2/3
2/3 2/3 2

II Calcul approché d’intégrales par quadrature

ILA Méthode de quadrature
IILA.1 Détermination des poids (w;)

Soit (i, j) € [0, n]?. Observons que:

— sii# j: jfigure parmi les indices k tels que k # i, donc le facteur (X — r;) figure au sein du produit
H (X —rg); puisque (X — rj)IA,-, ona: A;(rj) =0.
k#i

— sii=j:enremplacant X par r;, on obtient

Air)=1]]

kA Ti T Tk

ri—rk_l

On a donc bien, dans tous les cas : A;(rj) =6; ;.
n
Soit (@, ay,...,an) € R"! tel que : Z a;A; = Og,[x]. D’apres la question précédente, I'évaluation du
i=0

n
polyndéme P = Z a;A; en r; donne tout simplement
i=0

n n
P(rj) = Z (X,'A,'(I’j) = Z aiéi,j = aj
i=0 i=0
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Q15.

Q16.

Q17.

Q1s.

Q19.

Puisque P est le polynéme nul, on obtient
ap=a1=...=a, =0,

ce qui prouve la liberté de la famille (Ag, A;,..., A;) dans R, [X].
Enfin, comme dim(R,[X]) = (n + 1), la famille libre (Ag, A;,..., A;) forme bien une base de R,,[X].
Pour un P € R,[X] quelconque, puisque (Ag, A1,..., A,) forme une base de R, [X], il existe une unique
n
suite finie (cg, c1,...,Cn) € R™**! telle que P = Z ciA;. Anouveau, une évaluation en r; donne
i=0

n n
P(rj)=) ciAi(rj) =) cib;j=cj,
i=0 i=0

n
ensorteque P= ) P(r;)- A;.
i=0
Par hypotheése, pour tout i € [0, n],

1 n
f Aij()dx =) wiAi(rg).
-1 k=0

On applique ensuite la question 13 :

1
[ A;(x)dx =w; |
-1

D’apres la question précédente, si les réels wy,...,w, conviennent, alors ils valent pour tout i € [0, n] :
1
w; = f A;(x)dx. I n'y a donc qu’une seule possibilité pour chaque w;.
-1
Soit P € R, [X]. D’apres la question 14,

P= P(rk)A,-.

n
i=0

1
Ainsi, en posant pour tout i € [0, n], w; :f A;j(x)dx,ona:
-1

n n 1
Y wpPr) =) Py | Ai(xdx
k=0 k=0 -1
1 n
= P(rp)A;(x)dx en utilisant la linéarité de I'intégrale
~1k=0

1
:f P(x)dx.

1

Ainsi, la formule est bien vérifiée pour toute fonction polynomiale P de degré inférieur ou égal a n.
1

Lorsque n =0, Ag(X) =1 car on a un produit sans terme. Puis wgy = f 1dx =2.
1

Ainsi, | 2. (f) =2f(0) | car ro = 0. Si f est positive sur [-1, 1], 2, (f) est donc I'aire du rectangle dont un des
cotés est [—1,1] et 'autre est de longueur f(0).

Lorsquen=1,rp=-letr;=1,ona:
X—l’l 1 X—ro 1
Ap(X) = =—-X-1, AAX)= =-(X+1).
ro—n 2 n—ro 2

Rémi Crétois, Eric Mercier, Michel Sortais -5- CCS TSI MATHS? - 2020



CCS TSI MATHS2 Corrigé 2020 - Filiere TSI

Puis,

1

1 1 x2
wo = le(x)dx:—— ——Xx =1

1
=1
-1

-1

—+x
2

1 1
w1 =f Aj(x)dx ==
_1 2

Ainsi, ’ 2(H=fD+fFQ) ‘ Si f est positive sur [-1,1], 2, (f) estdoncl’aire du trapeze rectangle de bases
f(=1 et f(1) et de hauteur 2.

II.A.2 Majoration de I'erreur

Q 20. La fonction Q, est polynomiale donc continue sur [-1,1]. La fonction f""*? est continue sur [—1,1] car
f est de classe €™ sur [-1,1].
Comme |Q,| et | f"*V| sont continues sur le segment [—1,1] elles sont bornées et atteignent leurs bornes.
Donc N(f"*1) et N(Q,) sont bien définis.

Q21. D’une part, T, r € R,[X] car c’est une combinaison linéaire des A; et pour tout entier i € [0, n], T} ¢(r;) =

n
Z fr) A (r;) = f(r;) d’apres la question Q13.
k=0
D’autre part, soit U un polynome de [R{n[X ] vérifiant U(r;) = f(r;) pour tout entier i € [0, n]. Alors, d’apres

la question Q14, U = Z U(rp)Ar = Z f(ri)Ag = Ty, r. On a donc bien I'unicité de T ¢.
k=0 k=0

Q 22. Par hypothese, il existe —1 < xp < X1 <... < Xp41 < 1, n+2 réels distincts tels que pour tout i € [0, + 1],
8(xi)=0
Pour chaque i € [0, n], la fonction g est continue sur [x;, x;;1] et dérivable sur ]x;, x;1[ car g est € n+l
sur [-1,1] et n = 0. Comme g(x;) = g(x;+1) =0, d’apres le théoreme de Rolle, il existe y; €]x;, x;+1[ tel que
g'(y=0.
Ainsi, la fonction g' s’annule aux 7 + 1 points y; pour tout i € [0, n] qui sont bien distincts car dans des
intervalles disjoints.

Q 23. Montrons par récurrence sur k € [1,n + 1] que g(k) s’annule en au moins 7 + 2 — k points distincts de

[-1,1].

— Initialisation : c’est la question Q22.

— Hérédité : soit k € [1, n] et supposons que g(k) s’annule en au moins n+2— k points distincts de [-1, 1].
La fonction h = g(k) est de classe €" %! sur [-1,1], avec n— k = 0 et sannule en au moins n +2 — k
points distincts de [-1,1]. D’apres la question 22, la fonction /&’ s’annule en au moins n+2 — (k + 1)
points distincts de [-1,1].

D’apres le principe de récurrence, pour tout k € [1, 7+ 1] que g® s’annule en au moins 7 + 2 — k points

distincts de [—1, 1]. En particulier, pour k = n+1, g(”“) s’annule en au moins un point de [—1, 1].

Q24. Sixe{ry,...,rn}, ona Ty, p(x) = f(x) d’apres la question 21. En particulier, f(x) — T}, r(x) = 0 et I'inégalité

(IT.1) est bien vérifiée car le membre de droite est positif ou nul.

[0 =Ty p(x)
Qr(x)

fx) =T, p ()

8x(X) = f(x) =Ty, p(x) - WQr(x) =0.

Q 25. Comme x & {rg,..., 7}, Qr(x) #0. En posant A, = on obtient bien que

Q26. Comme f est de classe €™ sur [-1,1] et Ty, r et Q, sont de classe € sur [—1,1], la fonction g est de
classe €™ sur [-1,1].
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Q27.

Q2s.

De plus, pour tout i € [0, ],
gx(ri) = f(ri) = Ty p(r)) = AxQy(ri) = f(ri) — f(r;) = 0.

Donc g s’annule aux n + 2 points {x, ry, 11, ..., 'y} qui sont distincts dans [—-1, 1].
D’apreés la question 23, il existe un réel c, € [-1,1] tel que gJ(C"“) (cx)=0.

Or, le polynome T  est de degré inférieur ou égal a n, donc Tr(,’}+1) = 0. De plus, le polynéme Q; est de
degré n+ 1 et son terme dominant est X"**!, donc Q""*V = (n+ 1)!.
Ainsi,
(n+1) (n+1) " (e
— — — | =
0=g, (cx)=f (cx)—Ax(n+1)! < | Ay = D!

D’apres la question 24, I'inégalité (II.1) est vérifiée si x € {ry,...,7,}. Sinon, f(x) — Ty r(x) = A Qr(x) =
Qr () f V) (cy)

D! . Ainsi,

1Qr (I F" D (cy)l _ N@Qy)N(fr+D)
(n+ ].)' = (n+ 1)! °

If(0) =Ty p ()| =

Linégalité (II.1) est donc toujours vérifiée.
1

Onremarque que 2, (f) = X, (T}, ¢) d’apresla question 21. Puis, d’apres la question 17, X, (T, ¢) = f Ty, p(x)dx.
-1
Ainsi,
1
() -2 ()l = f (f(x) = T, r(x))dx
-1
1
sf |f(x) = Ty, p(x)| dx
-1
1N (n+1)
< f (QIN(f ) dac
-1 (l’l + 1)'
Donc
N@Q)N(" D)
I(f)-% S2——— |
[(f) =2 () TEEN
ILB Choix d’'un jeu de nceuds
II.LB.1 Nceuds équidistants
2
Comme les noeuds sont équidistants avec so = -1 et s, =1, on a s = -1+ k— = —1+ kh pour tout
n
k € [0, n]. Puis, avec x = -1+ th,
n
Qs =[] (x—sx)
k=0

n
=[[I-1+th+1-kh)
k=0

n
- hn+1 1_[ |t—k|
k=0

Donc| [Qs(x)| = K" 1,41 (8 |
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Q29. La fonction ¢4 est la valeur absolue d'une fonction polynomiale, donc est continue sur le segment
[0, n]. Elle y est donc bornée et atteint ses bornes. En particulier, elle admet un maximum.
On remarque ensuite que si ¢, atteint son maximum en Xx,,, alors soit x,, € [0,n/2], etil n'y arien a
démontrer, soit x;, € (n/2, n), et alors n— x,, € [0, n/2] et

n

Pn1(n—xp) =[] In—xm—kl
k=0

n
= H [Xm — (n—K)| en changeant tous les signes dans les valeurs absolues
k=0

n
= H | X, — 1] en faisant le changement d’'indice i = n—k
i=0
= @Pn+1(Xm).

Donc ¢+ atteint aussi son maximum sur [0, 72/2].

Q 30. ATTENTION, il y a une erreur dans le sujet!
Le max a démontrer dans le sujet est celui de @3 et non de ¢-.
Erreur d’'indigcage puisque on définit ¢+
On détermine donc dans ce corrigé le max de ¢35 :
ps:t—t(t—-1)(-2)]
Sur [0,1], £ — t(t—1)(¢—2) est positive donc @3 (£) = t(t—1)(t—2) = £ ~3t*+2¢ et alors @4 (f) = 31>~ 61 +2
dont I’étude du signe sur [0, 1] permet de dresser le tableau de variations de ¢s3.

x 0 3-v3 1
3
¢4 + 0 -
3-V3
¥3 o P3| 73 —
0 0

V3 2
Sur [0,1]; le maximum de @3 est donc | max@s = 1-—|=——
10,11 3 [0,1] s <p3( 3 3v3

1 1
Remarque : Il est encore plus facile de démontrer que I{I(‘)l&llf((pg = (E) =3¢ ce qui est nécessaire pour

la récurrence suivante!.
1
Q 31. Pour n € N*, on démontre par récurrence, la propriété 2, : « r[%a)]upnﬂ = 1 (n=1)!».
N
— Initialisation : )
E .
, 1 1 1 . . S
D’autre part, 1 1-D!'= 1 < 2 on obtient bien la propriété &2,.
2 1 1
En revanche, on a démontré a la Q30 que r[%%((pg = maxgs = —3 =-2-1D'= 7 on obtient bien la

[0,1] 3v/3 4

Pour n =1, la question précédente ne fournit pas : 1[1(‘)1234(;)2 =

propriété &%,, qui est inutile pour la suite...
— Heérédité )
Pour un certain entier non nul n, on suppose la propriété 22,, c’est a dire, n(}ai(q)nﬂ = Z(n - 1!, on
n

)

obtient bien la propriété 27,.
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Alors,
max = max t
[0)n+1](l)n+2 s Qn2()
> max (pn1 (1) x 11— (n+1)])
[0,n]
= (n+1)maxey,1(1)
[0,n]
1 ) N M N P
=nx n (n—1)! d’apres’hypotheése de récurrence
1
= -n!
— Conclusion :

1
On a démontré par récurrence que pour tout entier 7 : r[gla)]((pnﬂ = 1 (n—1
,n

Q 32. D’apres Q28, |Qg(x)| = h”“(pnﬂ (t), on en déduit donc la minoration :

2\ (n=1 2" Y(m-1)!
X =

vaos ]

; 4 nn+1

II.LB.2 Zéros des polynémes de Tchebychev

Q 33. La fonction cos est définie sur R et la fonction arccos est définie sur [-1, 1]. Par composition, la fonction

T, est définie sur [—1,1].
Q34. Soitxe[-1,1]:
To(x) =cos(Darccosx) =1
T7(x) = cos(arccosx) = x
T>(x) = cos(2arccosx) =2 cos?(arccosx) —1=2x> -1

T3(x) =cos(3arccosx) =4 cos® (arccos x) —3cos(arccos x) = 4x° - 3x

Q 35. Soit n un entier naturel,,
T,,(=1) = cos (narccos (—1)) = cos (nn) = (-1)"
T,,(0) = cos (narccos (0)) = cos (ng) =R(i")
T, (1) =cos(narccos(1)) =cos(nx0)=1

Q36. T, estdéfinie sur [-1, 1] qui est un intervalle symétrique par rapport a 0.
Pour toutréel xde [-1,1],0na:

T,,(—x) = cos (narccos(—x)) = cos (n x (;m — arccos(x)))

= cos (nm — narccos(x))

{cos (narccos(x)) = Ty (x) si n est pair,

—cos (narccos(x)) = —T,(x) si n estimpair.

En conclusion :

] VneN,Vxe [=1,1], Ty(=x) = (=1)" T),(x)

Si n est pair, T, est paire, si n est impair, T, est impaire.
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Q 37. Soit x unréel de [—-1,1] et n un entier naturel, alors :

Typi1(x)+ Ty—1(x) =cos((n+1)arccos (x)) + cos ((n — 1) arccos (x))

(n+1+n—1 (n+1—(n—1)

=2cos arccos(x)) cos arccos(x))

= 2cos(narccos(x)) cos (arccos(x))
=2xT,(x)

VneN,Vxe [—1,1], Tpr1(x) + Tp1(x) = 2x Ty (x)

Q 38. On démontre par une récurrence double la propriété 22, : « T, est un polynéme de degré n et son coeffi-

cient dominant est 2"} », pour n un entier non nul.

— Initialisation :
On vérifie la propriété pour les fonctions Ti, Ts, et T3 déterminées a la question Q34.

— Hérédité : On suppose, pour un certain entier n non nul, que les propriétés &2, et 2,41 sont vraies.
On utilise la relation de récurrence déterminée dans la question Q37 pour obtenir, pour tout réel x €
[-1,1]:

Thv2(x) =2xTh+1(x) — Ty(x)

Ty+1 et T, étant des fonctions polynomiales, on en déduit que T4 est une fonction polynomiale.
Or, d’apres ’hypothése de récurrence, T),+1 est une fonction polynomiale, dont le degré estdeg Ty,+1 =
n+ 1 et son coefficient dominant est 2",

Pour tout polyndéme P et Q, deg(PQ) = degP + degQ, on en déduit que deg2X T+, = n+2 et le coef-
ficient dominant du polynéme 2X T}, est 21+l

Comme deg T, = n—1 < deg2X Tp+1, comme deg(P + Q) < max (deg P, deg Q) et que cette inégalité est
stricte si deg P # degQ, on obtient :

T,+2 est une fonction polynomiale, deg T;,+2» = n + 1 et son coefficient dominant est 2"+l

— Conclusion : Par cette récurrence double, nous avons montré que pour tout entier » non nul, T}, est
une fonction polynomiale de degré n de coefficient dominant 2”1

[l reste a préciser que Ty est une fonction polynomiale de degré 0 et que son coefficient est 1.

Remarque : Comme les fonctions sont polynomiales, on peut étendre leur domaine de définition a R.

Q 39. Soit n un entier, pour xeR:

T
Tpi1(x) =0< (n+1)arccos(x) = > +km,eZ

kn

< arccos(x) = +—— ke”Z
2n+2 n+1
T2k +1
©x=cos(¥ ,keZ
2n+2
Rk+1rm
On pose 8, = ——— avec k€ [0, n + 1], et x; = cosb.
p . [ | k k
T 2n—1)n
Onaalors:0<00=—<01<...<9n:( )
2n 2n+2

La fonction cos étant strictement décroissante sur [0, 7] on a alors :

—-1<cosf,<...<cosbp<le -1l<x,<...<x<1

Nous savons que le polynome T7,41 est un polyndme de degré n+1. Le nombre de racines de ce polynéme
est donc majoré par son degré, or, nous avons déterminé n + 1 racines distinctes, donc ’ensemble de ses
racines. En conclusion :

Ck+1)m

) avecke[0,n+1] |
2n+2

Toutes les racines de T+ sont dans [—1,1] ce sont les réels : x; = cos(
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Q 40.

Qal.

Q42.

. T . .
T est un vecteurs de réels de [—, n], su cet intervalle, arccoscosf = 8, U est donc un vecteur de réels de

[-1,0] et Y = cos(nT) le vecteur contenant les images des composantes de U par T,.

def Tchebychev(n):
T = np.linspace (np.pi/2, np.pi, 1000)
U np.cos(T)
Y = np.cos(n*T)
return U, Y

— Pour la courbe 1 : La fonction polynomiale vaut —1 en —1 donc n est impair. La fonction polynomiale
est donc impaire et Tj, admet donc 5 racines, donc ce cas correspond a n = 5.

— Pour la courbe 2 : C’est la courbe d'une fonction paire car T,,(—1) = —1, ce polynéme admet donc 8
racines, il s’agit donc du cas n = 8.

N . /4 3n Cn+1)m
On considere le jeux de noeuds ¢ = co:(:os(2 +2),6‘2=COS P yeery Cp = COS Erreais
n n n

n
1
Qc=[[X=cp) = x Tysa
k=0 2

De plus, pour x dans [-1,1], Tj+1(x) = cos(arccos(x)) € [-1,1] et T,+1(1) =1, 0na: rr[lalxll | Th1(X0)] =1,
xe[-1,

finalement :

2n an’

1 1
NQ) =— max |Tp+1(x)|=—
xe[-1,1]

II.B.3 Comparaison des ces deux jeux de nceuds

Q 43. D’apreés les question précédentes et en utilisant la formule de Stirling admise :

N(QC) <i nn+l
N(Qy) 2n2n-l(n—1)!

n+1

_ n
- 22n-l(p—1)!

nn+1

22n-1y \/2rne-"n"
n

22n-1 . \/2rne"
2 n%
~ T X en2in2)-1)

N(Qc)

N

Comme 2In(2) -1 >0 alors : lim =0 d’apres les théoremes de comparaison.

Q44. Ona N(Q.) = o(N(Qy))

Lestimation est donc meilleure avec le jeu de noeuds ¢ qu’avec le jeu de noeuds s.

oo o[F[Neeeo
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