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PROGRAMME DE COLLE SEMAINE n° 20

CHAPITRE 5 : INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE
Rappels sur I'intégrale d’'une fonction continue sur un segment

Théoreme fondamental du calcul intégral : Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I, et soit a € I.
Lafonction F : x— [, ; f(#) dt est'unique primitive de f qui s’annule en a.

Conséquences :

@ Si F est une primitive quelconque de f sur I alors [ f(¢) dt = F(x) - F(a).

@ Si f est une fonction de classe € sur I alors fff’(t) dt= [f(t)]Z = f(b) - f(a).
1. Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a, +oo[

Définition d'une intégrale convergente : pour f : [a, +oo[— K, I'intégrale [, ; °° f(1) dt est dite convergente sila fonction
X — f ax f(t) dt admet une limite finie quand x tend vers +oo.

Soit f une fonction continue et positive sur [a, +ool, alors I'intégrale [ ; °° f () dt est convergente si et seulement si la
fonction x— [ f(#) d est majorée.

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a, +oo[; on suppose que V¢ € [a, +ool, f(t) < g(1).

Si [ g converge, alors [ f converge; si [ f diverge, alors [, g diverge.

2. Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

Adaptation de la définition d'une intégrale convergente pour une fonction continue sur un intervalle de la forme ] a, b]
ou [a,bl.
Soit f une fonction continue sur ]a, b] avec a € R. Si lim f(z) existe et est finie (autrement dit si on peut prolonger f
t—a

par continuité en a), alors |, f f(®) dt converge.
Intégrales de références :
forede ; ffrede ; fintde ; ffTe % dt
Relation de Chasles. Linéarité, positivité et croissance de I'intégrale.
Théoreme de changement de variable : étant données une fonction f continue sur ]a, b[ et une fonction ¢ strictement
croissante et de classe €' sur ]a, BI, les intégrales fff(t) dt et fff((p(u))(p’(u) du avec a = }Ln(]x pu)eth= }in%(p(u) sont

de méme nature et égales en cas de convergence.
Adaptation au cas ot @ est strictement décroissante.
Intégration par parties : Soient u et v deux fonctions de classe ¢! sur [a, bl avec b> aou b = +oo.
Si liné u(t)v(e) existe et est finie, alors les intégrales f : u' (Hv(r) dt et f ab u()v'(r) sont de méme nature et, si elles
conveggent, ona:
SEw v de = [u@v®)) - [2u@v' @) de

3. Intégrabilité d’'une fonction continue sur un intervalle

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] & valeurs dans R ou C. On dit que l'intégrale généralisée |, f f est
absolument convergente si I'intégrale [ | f(1)|dr est convergente.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I a valeurs dans R ou C. On dit que f est intégrable sur I si son intégrale
sur I est absolument convergente.

Soit f une fonction continue et intégrable sur I a valeurs dans R ou dans C. On a :| A0 dt| < [iIf(nldt.

Soit f une fonction continue sur I a valeurs dans R ou dans C. Si f est intégrable sur I, alors | f(¢) df converge.
I
La réciproque est fausse en général; par exemple l'intégrale de Dirichlet f0+°° S‘—It”dt converge, mais la fonction t — Sl—?t
n'est pas intégrable sur [0, +oo[. Mais l'étude de la semi-convergence n'est pas au programme.
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, +ool.

Sif o g, alors l'intégrabilité de f sur [a, +ool est équivalente a I'intégrabilité de g sur [a, +ool.
—+00

Si | f | < | g|, alors 'intégrabilité de g sur [a, +oo[ implique a 'intégrabilité de f sur [a, +ool.

Si f(2) = o(g(1), alors I'intégrabilité de g sur [a, +ool implique a I'intégrabilité de f sur [a, +ool.
—+00

Si f une fonction continue et intégrable sur [ et telle que [;|f(#)| dt =0, alors f est identiquement nulle sur I.



