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CHAPITRE 1

DETERMINANTS

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C; et E est un espace vectoriel de dimension finie n € N* sur K. On
note % = (ej, ez, ..., en) une base de E.
On rappelle qu'une famille (e, ..., e,) est une base de E si cette famille est libre @ et génératrice @, soit

e+ +Ape,=0 = A41=---=1,=0 @
Vect(ey,..,en)=E @
Exemple 1.1

Soit, pour tout vecteur u € E, il existe un unique n—uplet (11,...,1,) e K" telque: u=A1e1 +---+ A, ep.

Le n—uplet (A4, ..., A;) représente les coordonnées (ou composantes) de u dans 28 et on note
M

Matgg(u):( : )
An

Définition 1.1 Un espace vectoriel est dit de dimension finie s'il admet une famille génératrice finie.

Théoréme et définition
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors :
@ E admet une base.
@ Toutes les bases de E ont le méme cardinal.
Le cardinal d'une base quelconque de E est alors appelée dimension de E.

Exemple 1.2 Soit E =R, [X] l'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 2. Déterminer une base
de E, la dimension de E et les coordonnées de P = X? +2X +3 dans cette base.

M, (K) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées de dimension 7 a ccefficients dans K. La base cano-
nique de .4, (K) est donnée par les matrices élémentaires (E,-, j)l <i,j<n’ ou E; ; est une matrice dont tous les
ceefficients sont nuls sauf le terme situé a la i —ieme ligne et a la j—iéme colonne qui vaut 1. .4, (K) est donc un

espace vectoriel de dimension n?.



CHAPITRE 1 : Déterminants 1.1 Rappels sur les matrices

1.1 Rappels sur les matrices

Définition 1.2 On appelle matrice a n lignes et p colonnes, a ceefficients dans K, une famille a;; d'éléments
de K indexée par deux indices i € {1,...,n} et j € {1,..., p}. On la représente comme un tableau de nombres. Le
coefficient a;j se trouve a la i-ieme ligne et a la j-iéme colonne.

all oo oo alp

anl oo oo anp

On note My, (IK) l'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, a cefficients dansK.

Matrices particulieres.
* Si p =1, une matrice de .4, (K) est appelée matrice colonne.
* Sin =1, une matrice de .4 ,(K) est appelée matrice ligne.
* Sin=p,une matrice de .4, ,(K) = 4, (K) est appelée matrice carrée.

1 0 0 O
0 1 0 O
* Lamatrice identité d’ordre n est carrée et définie par: I, =| . . € My(K).

* Matrices élémentaires : soit n,pe N* et k€ {1,...,n}, ¢ €{1,..., p}.
On définit la matrice Ey¢ € My, (K) par Exp = (a;j) ot a;j=1sii=ket j=¢, a;j =0sinon.

0 0 0 0 0 O

0 0 0 1

Par exemple, dans .#, 3(K), E3 1 = 10 0 etEy3 = 0 0 0
0 0 O 0 0 O

Proposition
Soient n et p fixés.
@ Addition de deux matrices : Si A= (a;;) 1<i<n €t B = (b;j)1<i<n alors A+ B = (a;j + b;j)1<i<n

1<j<p 1sj<p I<j<p
@ Multiplication par un scalaire : Soit A € K, AA = (Aa; ) 1<i<n-
1<jsp

Remarque. A On ne peut additionner que des matrices de méme taille.
Produit matriciel.

Définition 1.3 Soit A = (ajj)1<i<n € Mn(K) et X = (Xj)1<j<n € Mn,1(K), alors AX = (b;)1<i<n est la matrice
1<j<n
colonnede 4,1 (K) avec :

bi=anx1+appxp+---a;jXj+ - AinXn =

n
a,-jxj

j=1
2 0 2)\/(1
Exemple1.3 Calculer|0 1 0(]0
2 0 2)J\1

Soit A € My, p(K) et B € M) 4(K); en considérant la matrice B comme la matrice obtenue en accolant g
matrices colonnes, on peut définir le produit Ax B = AB, ot la j—iéme colonne de AB est le produit de A par la
j—iéme colonne de B. Ainsi :



1.2 Déterminant d’'une matrice CHAPITRE 1 : Déterminants

Définition 1.4 Soit A= (a;j)1<i<n € Mn,p(K) et B(bji)1<j<p € Mp,q(K).
Isjsp 1<k<gq
On définit le produit A x B € My, 4(K) de la maniere suivante : A x B = (Cii) 1<j<n avec:

1sks<gqg

p
Cik = a,-lblk + aizbzk +...+ aipbpk = Z a,-jbjk
j=1

2 0 2\(1 0
Exemplel1.4 Calculer|/0 1 0f]0 1 O
2 0 2J\1 0

Remarques.
@ Le produit matriciel A x B n’est défini que si le nombre de colonnes de A égale le nombre de lignes de B.
La matrices A x B a alors autant de lignes que A et autant de colonnes de B.

@ A Le produit matriciel n’est pas commutatif en général. Il se peut méme que B x A ne soit pas défini
alors que A x B lest.

1
1 2 3 14
Exemple 1.5 ( ) 2 =(6);mais 2
3

» . !
111 )nexzstepas.

(111

1.2 Déterminant d'une matrice
Théoréme et définition
Il existe une unique application de .4, (K) dans K, appelée déterminant, notée det telle que :

@ le déterminant est linéaire par rapport a chacune des colonnes, on dit qu’il est n—linéaire;
@T'échange de deux colonnes a pour effet de multiplier le déterminant par —1, on dit qu’il est une forme
alternée;

® le déterminant de la matrice identité I, vaut 1.

0 -1 2

1 2
Exemple 1.6 Calculer 3 4 et|1 -2 3
- 1 0

1.3 Propriétés du déterminant de matrices

Théoréme. Régles de calculs du déterminant
@ Echanger deux colonnes multiplie le déterminant par —1.
@ Le déterminant d'une matrice ayant deux colonnes égales est nul.
® Si une colonne de la matrice est combinaison linéaire des autres, alors le déterminant est nul.
@ Ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant.

Preuvel.1
1 -1 2 x-2 -1 -1
Exemple 1.7 Calculer les déterminants suivants:|2 1 0| ; -1 x-2 -1
3 1 1 -1 -1 x-2

Théoreme. Conséquence de la multilinéarité
Soit Ae ,,(K) et AeK;

det(1A) = A" det(A)

_7-



CHAPITRE 1 : Déterminants 1.3 Propriétés du déterminant de matrices

2 0 2 1 0 1 x 1 1 1
Exemple1.8 (0 2 0|=8/0 1 0 |=-16;ouencore: | z'zx‘l 2'”
2 0 =2 1 0 -1

Remarque. A Le déterminant est une forme n—linéaire, mais n’est pas une application linéaire. Autre-
ment dit, en général pour deux matrices A et B de .4, (K) : det(A + B) # det(A) + det(B).

——— Théoreme. Déterminant de matrices diagonales ou triangulaires

Le déterminant d'une matrice diagonale ou triangulaire est égal au produit des ccefficients diagonaux :
Al X e %
0 A n
det 2 =[N
R
0 -~ 0 A,
0 2 n
Exemple1.9 Calculer |,

Théoréme. Déterminant d'un produit de matrices
Soient A et B deux matrices de 4, (K) :

det(AB) = det(A) x det(B)

Corollaire. Caractérisation des matrices inversibles
Soient A une matrice de .4, (K) :

Aestinversible <= det(A)#0

Preuve 1.2

Corollaire. Déterminant d’une matrice inversible
Soient A une matrice inversible de .4, (K) :

det(A™") = (det(A)) ™"

Théoréme. Déterminant de la transposée d’'une matrice
Soient A une matrice de .4, (K) :

det(A") = det(A)

Remarques.
al diz - din al dz1 -+ Qnl
. az dz - OA2p T ap dz - A4p2
On rappelle quesi A= . . ) . |alors A" =
anl Qp2 -+ Qpp ain d2n " Qpn

Ce théoreme a pour conséquence que, pour le calcul du déterminant, les propriétés valables sur les co-
lonnes, sont aussi valables sur les lignes.
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Théoréme. Développement suivant une ligne ou une colonne ~
Soit A = (ai 1)1 <ijj<n € A, (K). Notons A;; le déterminant de la matrice de dimension n —1 obtenue a
partir de A dans laquelle on a retiré la i—iéme ligne et la j—iéme colonne. Soit 1 < k < n.
On peut développer det(A) suivant la k—iéme ligne :

n .
det(A) = Y (-1 ag A,
j=1

On peut développer det(A) suivant la k—iéme colonne :

n .
det(A) = Y (-1 F a0
N\ =1 J

Exemple1.10 Calculer

S = O N
S W = O

1.4 Déterminant d’'une famille de n vecteurs, d'un endomorphisme

— Théoréme et définition
Il existe une unique application de E dans K, appelée déterminant dans la base 23, telle que :
@ le déterminant est linéaire par rapport a chacun des vecteurs, on dit qu’il est n—linéaire;
@1'échange de deux vecteurs a pour effet de multiplier le déterminant par —1, on dit qu’il est une forme
alternée;
® le déterminant de 2 = (e, €2, ..., e,) vaut 1.

—— Propriétés.
@ Echanger deux vecteurs multiplie le déterminant par —1.
@ Le déterminant d'une famille de vecteurs ayant deux vecteurs égaux est nul.
® Si un vecteur de la famille est combinaison linéaire des autres, alors le déterminant est nul.
@ Ajouter a un vecteur une combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant.

Théoréme. Caractérisation des bases
Soit (u3, Uy, ..., U;) une famille de n vecteurs de E. Alors (i, uy, ..., U;) est une base de E si, et seulement
son déterminant dans la base 28 est non nul.

(U1, Up,...,uy) basede E < det(uy, uy,...,.u,) Z0

Preuve 1.3

Exemple1.11 Soient Py = X2+ X+1,P=X>-X+1etP3=X>+X—-1 trois polynémes de Ry [ X].
Montrer quer (P1, P2, P3) est une base de Ry[X].

Propriétés. Interprétation géométrique

@ Le déterminant de deux vecteurs de R? s'interpréte comme l'aire algébrique du parallélogramme
construit sur ces vecteurs.
@ Le déterminant de trois vecteurs de R® s'interpréte comme le volume algébrique du paralléllépipede
construit sur ces vecteurs.




CHAPITRE 1 : Déterminants 1.4 Déterminant d’une famille de n vecteurs, d'un endomorphisme

Théoreéme et définition
Soit ¢ : E — E un endomorphisme de E. On appelle déterminant de ¢ le déterminant d'une matrice de
¢ dans une base de E.

Preuvel.4

Théoréme. Caractérisation des automorphismes
Soit ¢ un endomorphisme de E; alors :

@ estun automorphisme de E < det(¢) #0

Théoréme. Déterminant d’'une composée
Soit ¢ et ¥ deux endomorphismes de E; alors :

det(p ow) = det(¢) x det(y)

-10 -
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1.5 Travaux dirigés

Exercice 1.1

1 1 1
Soit Alamatrice A= 0 2 2
0 0 3

1. Calculer le déterminant de A. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
2. Variante.

(a) Calculer les matrices A et A3. Quelle est la matrice A3 —6A4% +11A—6I32

(b) En déduire I'écriture de A~! en fonction de I5, A et A%

(c) Onnote P(X) = X3 —6X?+11X —6. On dit que P est un polynéme annulateur de A.
Factoriser P(X); puis donner le reste de la division euclidienne de X" par P(X).
Déterminer alors A", Vn e N.

Exercice 1.2

3 -1 1
Les vecteurs ( 0 ); ( 2 ) et ( 0 ) forment-ils une base de R32:
1 -1 3
Exercice 1.3
a b b
Soient a et b des réels. Calculer le déterminant de la matrice suivant: | b a b/|.
b b a

A quelle(s) condition(s) sur a et b ce déterminant est-il nul?
Exercice 1.4

Soit A, = (ai,j) la matrice de .#,,(R) définie par :

l<isnl<js<n

aiji=2vViell,nll; ajiv1=1Viell,n-1]; aj+1,;=1Vie[l,n—-1] et aij=0 sinon

On pose D, = det(Ay).
1. Déterminer une relation de récurrence (x) entre Dy, D,,—; et D,,_».

2. On suppose qu'’il existe une suite géométrique qui vérifie la relation (x); montrer que sa raison est solu-
tion d’'une équation du second degré qu’on précisera.

3. Montrer, a l’aide d'une récurrence double, que D, = n+1.

Exercice 1.5

R, [X] — R,[X
1. Soit u I'application : "1[) ! P r;)[, ! . Montrer que u est un endomorphisme et calculer det(u).
. . . RulX] — RylX]
2. Méme question avec v : P XP' +P(1)

- 11 -
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Exercice 1.6 D'apres CCINP

Soit E =R,_1[X] et F =R". On note 28 la base canonique de E et %’ celle de F.
Soit (x1, X2, ..., Xp) € F, onpose f : 5 : E:P(xﬂ, . P(xn)) .
1. (a) Montrer que f est une application linéaire.
(b) Déterminer la matrice de f dans les bases %8 et 4'.
2. Soit hI’endomorphisme de E telque k(1) =1; h(X) = (X—x1) et, Vi€ [1,n—-1], h(XH) =(X=x1) (X=x;).
(a) Dans cette question, on prend »n = 3. Déterminer la matrice de h dans la base 2.
(b) Pour tout n € N, montrer que la matrice associée a h est triangulaire supérieure et en déduire det(h).
(c) Montrer que la matrice associée a f o h est triangulaire inférieure et en déduire det(f o h).

3. Déterminer alors det(f).

1 x; x2 o xpd

1 x x% .. x;_l
4. Soit (x1, x2, ..., X5) € F, on définitle déterminant de Vandermonde par V (xy, ..., X5) = |. . .

1 x, x2 X1

Déterminer I’expression de V (xy, ..., X5).

12 -



CHAPITRE 2

COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Lalgebre est une branche des mathématiques qui étudie les structures issues des propriétés de certaines
équations. L'algebre linéaire consiste donc en la formalisation générale des théories des systemes d’équations
linéaires. En algebre linéaire, les structures des ensembles et des applications entre ces ensembles sont celles
des espaces vectoriels et des applications linéaires.

Le mot « algebre » est dérivé du mot arabe « al-jabr » qui apparait dans le titre d'un ouvrage rédigé vers
825 par le mathématicien persan AL-KHWARIZMI, et qui signifie « réduction d'une fracture ». Ce terme est ainsi
utilisé pour décrire une méthode de résolution d’équations par réduction.

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et E est un espace vectoriel sur K.

2.1 Applications linéaires
Définition 2.1 Soient E et F deux K—espaces vectoriels et ¢ : E — F une application.
@ est une application linéaire si :
V(u,v) € B2, YA€K, @Au+v)=Apu)+@(v)

Lensemble des applications linéaires de E dans F est noté £(E, F), c'est un espace vectoriel.

Une application linéaire de E dans K est appelée forme linéaire.

Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme; une application linéaire bijective est ap-
pelée isomorphisme et, un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme

Soit ¢ € £ (E, F), on appelle noyau de ¢ l'image réciproque de {0}, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel de E
constitué des antécédents de O par @ et on le noteKer(¢p) :

Ker(p) ={u€E, ¢p(u) =0p}

Soitp € £(E, F), on appelleimage de ¢ l'image directe de E, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel de F constitué
des valeurs atteintes par ¢ et on le note Im(¢p) :

Im(p)={veF, JucE, pu) =v}
Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, de base %8 = (el, e,..., en) alors :
Im(¢) = Vect(p(e1), p(e2), ..., p(en))
Alors, on appellerang de ¢ la dimension deIm(¢p) :

1g(¢p) = dim (Im(¢p))

13



CHAPITRE 2 : Compléments d’algébre linéaire 2.2 Familles de vecteurs

Définition 2.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, de base 8 = (ey, ..., en), et ¢ un endomorphisme
de E, alors la matrice canoniquement associée a ¢ est:

ay - dip — (]
Matg(¢p) =
ap1 *** Qnn — €n
L 1
pler) - @len)

Proposition
Soient E et F deux [K—espaces vectoriels et ¢ € £ (E,F) :
@ ¢ est injective si, et seulement si Ker(¢) = {0}
@ ¢ est surjective si, et seulement si Im(¢p) = F.

Théoréme du rang
Soient E et F deux IK—espaces vectoriels de dimensions finies et ¢ € £ (E, F) :

dim(E) = dim (Ker(¢)) + dim (Im(¢)) = dim (Ker(¢)) + rg(¢p)

Corollaire
Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie et ¢ € Z(E) :

@ estbijective <= (@ estinjective <<= @ estsurjective

0 0 1
Exemple 2.1 Soit ¢ I'endomorphisme canoniquement associé a la matrice S

0 0 1

1 1 1

Déterminer Ker(p) et Im(¢p)

2.2 Familles de vecteurs

Dans ce paragraphe I désigne un ensemble d’indices, non nécessairement fini, au plus dénombrable; par
exemple I = [1,n] ={1,2,..,n},ou I =N.

Z désigne une famille de vecteurs de E indexée par I : & = (u;),_,, avec u; € E, Vi€ I.

el

Définition 2.3 On dit que F est une famille libre de E si toute sous-famille finie de & est libre. Autrement dit,
pour tout J c I, ] finie:

Z/ljujZOE — /1]':0, Vje]
jeJ

Exemple 2.2 Montrer que la famille {x — e"*, n € N} est une famille libre de & (R, R).

Définition 2.4 On dit que & est une famille génératrice de E si tout vecteur de E est combinaison linéaire de
vecteurs de & . Autrement dit :

YueE, 3] c 1] finie et AAj)je;, u=y Aju;j
jeJ
Exemple 2.3 Montrer que la famille {X", n € N} est une famille génératrice de R[X].

Définition 2.5 On dit que & est unebase de E si & est une famille a la fois libre et génératrice de E.

_14 -



2.3 Sous-espaces vectoriels CHAPITRE 2 : Compléments d’algébre linéaire

Théoreme
Toute famille de polynémes non nuls, échelonnée en degré, est libre.
Plus précisément, toute famille (Pk) N de K[X] avec deg(Py) = k est une famille libre de K[X].

Propriétés
@ Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

@ Toute sur-famille d'une famille génératrice est génératrice.

@ Soit ¢ € Z(E, F). Si (u;) jes est une famille génératrice de E, alors ((p(ui)) ;7 €stune famille génératrice
kde Im(¢p).

Théoreme
Si (u;) ;e est une famille libre de E et si (u, (U;)ie 1) est une famille liée, alors u est combinaison linéaire
de (u;)er
Preuve 2.1
Théoreme

L'image d’'une famille libre par une application linéaire injective est libre.

Preuve 2.2

2.3 Sous-espaces vectoriels

OpeF

V(u,v)e FetAleK, Au+veF
Soit (uy,..., U;) une famille de vecteurs de E; on note Vect(uy, ..., 4,) 'ensemble des combinaisons linéaires

des vecteurs uy,..., Uy.

On rappelle que une partie F de E est un sous-espace vectoriel de E si {

Propriétés
@ Vect(uy,...u,) est un sous-espace vectoriel de E.

@ Vect(uy,...up) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs uy,...uy.
® Si (uy, ..., up) est famille génératrice de E, alors E = Vect(uy, ..., Up).

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On rappelle également que la somme F + G est 'ensemble

F+G={u€cE Iw,w)eFxG, u=v+w}

Propriétés
F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G; ainsi F + G = Vect(F U G).

Enfin, on rappelle que F et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de maniére unique
en la somme d’'un vecteur de F et d'un vecteur de G; soit :

Yue€ E, il existe un unique (v, w) € Fx G, telque u=v+ w

On dit alors que la somme est directe et on écrit E=F & G.

Propriétés

E=FeG < FnG={0g}etE=F+G

Propriétés

Soit E de dimension finie n, de base % = (e, ..., ).
@ Soient p < net, F =Vect(ey,..., ep) et G =Vect(epy1, ..., €n). Alors F et G sont supplémentaires.
@Soientl<spsnetl <gsn, telsque p+q=n,etF et Gdeuxsous-espaces vectoriels supplémentaires
de E de bases respectives (fi, ..., fp) et (g1,..., §¢)- Alors (f1, ..., [, 81, .., §4) est une base de E.
@ Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dim(F) + dim(G) = dim(E). Alors :

E=FeG < E=F+G < FnG={0g}

- 15 -



CHAPITRE 2 : Compléments d’algébre linéaire 2.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 2.6 Soientp €N, I = [1, p] et (F;)ie; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.

p
On appelle somme des (F;);c; et on note +F; ou Z F;, le sous-espace vectoriel F de E défini par
1e i=1

p P
F=,'|'1Fi=ZFi={u€E, u:Zui, avec u; € F;, Vi(—:[}
ie = =

Définition 2.7 Soit (F;);c; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.

Ondit que la sommeF des (F;)c1 est ensomme directe et on note F = @ F; si tout élément de F se décompose
iel
de maniére unique comme somme de vecteurs de F;.

Exemple2.4 Soit E = % (R,R), on note G l'ensemble des fonctions paires et H I'ensemble des fonctions impaires.
Montrer que E=G o H.

Théoréme
Une somme des sous-espaces vectoriels F; est directe si, et seulement si le vecteur nul se décompose de
maniere unique comme somme de vecteurs des F;.

Théoréeme
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (E;);e; une famille de sous-espaces vectoriels de E telle

que E = @Ei. Pour tout i € I, on note 98; une base de E;. Alors la famille formée de la réunion des
iel
(98;)ic1 est une base de E, appelée base adaptée a la décomposition en somme directe

Exemple2.5 Soit E=R;[X], Ey ={P€E,P(1) =0} et E, = {P € E, P(2) = 0}. Montrer que E = E, & E;.

Théoréme
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F admet un sous-
espace supplémentaire dans E.

Remarque. A Ce supplémentaire n’est pas unique.

Définition 2.8 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. On appelle hyperplan de E tout sous-espace
vectoriel de E de dimensionn—1.

X
Exemple2.6 SoientE=R3 etF = ( ¥ ) € E, x+y=2z p. Montrer que F est un hyperplan de E.
z

Propriété
Un hyperplan est le noyau d'une forme linéaire non nulle. Autrement dit, un hyperplan est I'’ensemble
des solutions d’un systeme d’équations linéaires homogéne de rang 1.
Cette équation est alors 'équation de '’hyperplan.

Propriété
Un hyperplan est un sous-espace vectoriel dont un supplémentaire est une droite vectorielle.
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2.4 Applications linéaires particuliéres

On considere E un K—espace vectoriel, ainsi que F et G deux sous-espaces supplémentaires de E.
Ainsi, E = F & G, c’est-a-dire, Yu € E, u s’écrit de maniére unique u = ur + ug, avec ur € F et ug € G.

Définition 2.9 SoitE=F& G;Vu€E, onécritu = ug+ ug.

E — E
@ Lapplication p : " " est un endomorphisme appelé projecteur sur F parallelement a G.
— UF
, L E — E ; 5 ‘s N N
@ Lapplication s : " e — U est un endomorphisme appelé symétrie par rapport a F parallélement
— UF— UG

agG.

Remarque. On note Idg I'application identité de E.
Siu=ur+ug,alorsldg(u) = ur+ ug; p(u) = ur et s(u) = ur — ug.
On en déduit s(u) +Idg(u) = 2p(u); soit s =2p —Idg. s est alors appelée la symétrie associée a p.

Proposition
Soit E = F & G et soit p le projecteur sur F parallelement a G. Alors :
O pop=p.

@Kerp=Getlmp=F.

Proposition
Réciproquement, soit p un endomorphisme de E vérifiant po p = p.
Alors Ker p et Im p sont supplémentaires et p est le projecteur sur Im p parallelement a Ker p.

Proposition
Soit E = F & G et soit s la symétrie par rapport a F parallelement a G.
@ sos=1Idg et s est un automorphisme.
@ Ker(s—1Idg) = FetKer(s+Idg) = G.

Proposition
Réciproquement, soit s un endomorphisme de E vérifiant so s = Idg.
Alors Ker(s —Idg) et Ker(s + Idg) sont supplémentaires et s est la symétrie par rapport a Ker(s —Idg) pa-
rallelement a Ker(s + Idg) .

Remarque. u € Ker(s—Idg) < s(u) —Idg(u) =0 < s(u) = u; donc Ker(s —Idg) est 'ensemble des vecteurs
invariants par s.

uekKer(s+Idg) © s(u)+Idg(u) =0 < s(u) = —u; donc Ker(s+1dg) est'’ensemble des vecteurs anti-invariants
par s.

Exemple 2.7 Identifier et donner les éléments caractéristiques de 'endomorphisme canoniquement associé a la

2 -1 -1
matrice M = § -1 2 -1
-1 -1 2

2.5 Sous-espaces stables

Définition 2.10 Soit E unlK—espace vectoriel et ¢ un endomorphisme de E. On dit qu'un sous-espace F est stable
par @ sil'image de F par @ est contenue dans F : ¢(F) c F. Autrement dit :
F eststablepar¢p <= VYueF @u)eF

Propriété
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ € £ (E). Si F est un sous-espace stable par ¢, alors
il existe une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est une matrice triangulaire par blocs.
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Preuve 2.3

Exemple2.8 @ Soit E = Vect(ey, ez, e3) et ¢ un endomorphisme de E tel que Vect(e,) et Vect(e,, es) sont stables
par ¢. Déterminer la forme de la matrice de ¢ dans la base (e, ez, e3).

@ Soit E = F & G. Déterminer la matrice de la projection p sur F parallelement a G, puis celle de la symétrie s
par rapport a F et parallelement a G.

2.6 Matrices

Dans tout ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension finie.

Définition 2.11 Soit A une matrice carrée de dimension n. On appelle trace de A et on note Tr(A) la somme de
ses éléments diagonaux :

n
pour A= (a;ih <ij<n, TH(A) =) aii
i=1

Propriété
, S CA(K) - K
Lapplication Tr : M — TiM) est une application linéaire; c’est une forme linéaire sur K.
Théoréeme

Soient A, B € 4, (K),
Tr(AB) = Tr(BA)

Corollaire
Soient A et B deux matrices semblables de ./, (K),

Tr(A) =Tr(B)

2 -1 2 -1 2 1
1
Exemple2.9 Soit A= 3 -1 2 2 |. CalculerTr(A).SoitP=| 1 0 1 |.CalculerD=P~'AP, puisTr(D).
2 2 -1 0o 1 -2

Définition 2.12 Soit ¢ un endomorphisme de E, on appelle trace de ¢ et on note Tr(¢p), la trace de la matrice de
A, (K) associée a ¢ dans nw'importe quelle base de E.

Définition 2.13 Soit A = (a;j)1<i, j<n Une matrice carrée de dimension n. On appelle transposée de A et on note
A" la matrice carrée de dimension n dont les ccefficients b;j vérifientb;; = a;;, V(i, j) € [1, nl?.

Exemple 2.10 Déterminer l'ensemble des matrices de 4> (R) qui sont égales a leur transposée.
Propriété

M) — My(K)

Lapplication transposition : est un endomorphisme.

M — M'
Corollaire
La transposée d'une combinaison linéaire de matrices est la combinaison linéaire des transposées de ces
matrices.
Théoreme

Soient A et B deux matrices de ./, (K),
(AB)" = BTAT

Théoréme
Soit A une matrice inversible de .4/, (K), alors sa transposée est inversible et

(A7) = (4"
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2.6 Matrices CHAPITRE 2 : Compléments d’algébre linéaire

Définition 2.14 Une matrice carrée égale a sa transposée est appelée matrice symétrique. Une matrice carrée
égale a l'opposée de sa transposée est appelée matrice antisymétrique.

2 -1 2
1
Exemple2.11 La matrice A= 31 1 2 2 |estsymétrique.
2 2 -1

Théoréme
@ Lensemble des matrices symétriques et I'ensemble des matrices antisymétriques sont deux sous-
espaces vectoriels de .4, (K).

@ Toute matrice de .4, (K) s’écrit de maniére unique comme la somme d’'une matrice symétrique et
d’'une matrice antisymétrique. Autrement dit, 'ensemble des matrices symétriques et I’ensemble des
matrices antisymétriques sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de .4, (K).

Preuve 2.4

Remarque. Dans la cas n =2, onamontré:&”z([l'&):Vect((1 0),(0 1),(0 0))eta¢2(K):Vect((O _1)).

0 0/'{1 0J\0 1 1 O
Et, par exemple 1 2—1 1 2+1 ZT
P P13 4)72(l3 4)7|3 4

A6 E

symétrique antisymétrique
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2.7 Travaux dirigés

Exercice 2.1

X —3x—-4y+4z
Soit f I'endomorphisme : R® — R3; ( y ) — ( y )
z —2x-2y+3z

1. Déterminer Ker(f) et Im(f). Que peut-on en déduire?
2. Déterminer Ker(f —idps) et Ker(f +idgs).
3. Soit u = (x,y,2); calculer fo f(u).

Exercice 2.2

AR — ML ([R)

. 1 2 e . .
SmtA—( ),ondeﬁnltlafonctlonf. M o MA—AM

01

1. Montrer que f est un endomorphisme de .#>(R) et écrire 'image par f de M = ()ZC y )

2. Donner une base du noyau et de 'image de f.

3. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de .#> (R).
Exercice 2.3 (D'apres Centrale-Supelec)

Soit R? muni de la base canonique 2 = (e, e2).

. . s . 4 -6
On note f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice A = ( 1 _1).

1. Démontrer que F; = Ker(f —Idg2) et F» = Ker(f — 2Idg2) sont deux droites vectorielles supplémentaires.
Préciser un vecteur directeur u; de F; et un vecteur directeur uy de Fo.

On note g, le projecteur sur la droite F; parallelement a la droite F», et g» le projecteur sur la droite F, paralle-
lement a la droite F;.

2. Déterminer la matrice Q; de 'endomorphisme ¢; dans la base 28, et la matrice Q» de 'endomorphisme
g» dans %.

3. Justifier les égalités : Q% = Q1; Q3 = Q2; Q1Q2=Q2Q1=02; Q1+ Q=L et A=Q; +2Q,.
4. Démontrer que pour tout entier naturel n, A" = Q; +2"Q;.

Exercice 2.4

Soit f R2[X] — Ro[X]
" PX) —~ PX)-(X+DP'(X)
1. Déterminer Ker f et Im f. f est-il un automorphisme?
2. Résoudre f(P) =2X +3; puis f(P) = X2 +2X +3.

Exercice 2.5

Les familles de R3 suivantes sont-elles libres? génératrices?
1. u=(0,1,-2), v=(-1,-2,1), w=(2,3,0) dans R®
2. u=(1,0,-1), v=(-1,1,2), w=(1,-2,2) dans R
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Exercice 2.6

On se place dans I'espace vectoriel R3.

1. Soit F ={(x,y,2) € R® / x+ y = 2z}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R>.
Déterminer deux vecteurs u; et u; tels que F = Vect(u, U).

2. Soit w = (1,1,-2) et G = Vect(w). Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

3. Déterminer I'expression analytique de la symétrie s par rapport a F, parallelement a G; puis celle de la
projection p sur F parallelement a G. Vérifier la relation : s =2p —idg.

Exercice 2.7

1. Montrer que la famille de polynémes (X”, X1+, X" 201+ X)2,.., XQ+X)" 1 (1 +X)”) est une base
de R, [X].

2. Soit a € R. Montrer que la famille des ((X — a)),_,..,, est une base de R,[X]. En déduire les polynomes
solutions de I’équation différentielle : (X — a)’P"—n(X-a)P +nP=0.

3. Soient ay, ..., a, des éléments 2 a 2 distincts de K. On pose H(x) = (X — ay) x --- x (X — a;). Montrer que
H

—ai )lsisn
lynéme P de K,,_1[X], prenant les valeurs by, by, ..., b,, pour chacune des valeurs ay, a, ..., a,.

constituent une base de K, _;[X]. En déduire I'existence d'un unique po-

1 lyno
es n polynomes (X

Exercice 2.8

Soit E un R—espace vectoriel de dimension 3. Soit z un endomorphisme de E tel que u? # 0 et u3 = 0.
1. Montrer qu'’il existe un vecteur xy de E tel que uz(xo) #0.

Etablir que la famille 98 = (xo, u(xo), u*(xo)) est une base de E.

Déterminer la matrice de u et de u? dans la base 2.

Montrer que la famille (Idg, u, u®) est une famille libre de £ (E). Est-ce une base de £(E)?

Montrer que I'ensemble C des endomorphismes de E commutant avec u forme un R—espace vectoriel.

S

Si v estun élément de C, déterminer la forme de sa matrice dans la base 28. En déduire que C = Vect (Id B U, uz).
Quel est la dimension de C?

Exercice 2.9 (D'apres Centrale-Supelec)

a ¢ b
On considére 'ensemble & ={ M(a,b,c)=|c a+b c||(a bc)eR?
b c a
Montrer que & est un sous-espace vectoriel de .#3(R) et en donner une base.

Exercice 2.10

Dans cet exercice, on consideére I'endomorphisme ¢ de R® dont la matrice dans la base canonique de R® est

0 01
donnéepar: A=| -1 0 O
0 10

1. Aest-elle une matrice symétrique?
2. Déterminer un vecteur u de R® tel que le sous-espace vectoriel E; = Vect(u) soit stable par ¢.

1 0
3. Soit E; = Vect(v, w),ou v = ( 0 ) etw= ( 1 ) Montrer que E5 est un sous espace stable par ¢.
1 1
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4. Montrer que E et E; sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.
Exercice 2.11

Soient u et v deux endomorphismes d'un K—espace vectoriel E. On suppose que u et ¥ commutent, montrer
que Im u et Ker u sont stables par v. Que dire de la réciproque?

Exercice 2.12

On se place dans 'espace E = .45 (R).
1. Résoudre dans E I'équation M + M" = O.

2. Soit B une matrice quelconque de E. Résoudre dans E I'équation M + M' = B.
Exercice 2.13

Soit ¢ défini sur E = 4, (C) par ¢(M) = Tr(M)I,, + M.
1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Déterminer le noyau et le rang de ¢. Lendomorphisme ¢ est-il bijectif?

3. Vérifier que ¢? — (n+2)¢p+ (n+1)idg = 0, en déduire I'expression de ¢~ .
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CHAPITRE 3

REDUCTION D’ENDOMORPHISMES

Dans tout ce chapitre E désigne un espace vectoriel sur K (K =R ou K = C) de dimension »n (n € N*), muni
d’une base 2. On considére un endomorphisme ¢ € £ (E) dont la matrice dans la base 28 est notée A.

La réduction de 'endomorphisme ¢ consiste en la recherche d'une base dans laquelle I’expression de ¢
sera la plus "simple" possible.

La réduction de la matrice A consiste en la recherche d'une matrice semblable a A (donc représentant
encore () qui soit diagonale ou triangulaire.

Cette réduction possede de nombreuses applications, comme le calcul des puissances n—iemes d’'une ma-
trice, la recherche des solutions d'une récurrence linéaire d’ordre 2, ou encore la recherche de solutions de
systemes différentiels linéaires, abordés plus tard dans le cours.

3.1 Eléments propres et polyndme caractéristique

Définition 3.1 Soit A € K. On dit que A est unevaleur propre de ¢, s'il existe un vecteur non nul u de E tel que
o) =Au
Lensemble des valeurs propres de 'endomorphisme ¢ s'appelle le spectre de @ et est noté Sp(¢).
Soit u un vecteur non nul de E. On dit que u est un vecteur propre de @, s'il existe un scalaire A € K tel que
) =Au
Pour une valeur propre donnée A, on appelle sous-espace propre associé a A 'ensemble E) des vecteurs u
de E tels que ¢ (u) = Au. Autrement dit, E) est 'ensemble des vecteurs propres associés a A auxquels on adjoint le
vecteur nul.

Remarque. A Par définition, un vecteur propre ne peut pas étre le vecteur nul. En revanche 0 peut étre
une valeur propre, car @(u#) =0-u =0 < u € Ker(p). Un endomorphisme non injectif admet donc 0 comme
valeur propre.

o = O
—_ O

1
Exemple 3.1 Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A; = | 0
1

Théoréme
A € K est une valeur propre de ¢ si, et seulement si Ker (11dg —¢) # {0g}.
Le sous-espace propre E) associé a A est le sous-espace vectoriel Ker (A1dg —¢) de E.

Preuve 3.1
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Corollaire
Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est Ker ¢.
Donc, 0 est valeur propre de ¢ si, et seulement si Ker ¢ n’est pas réduit au vecteur nul. Autrement dit, 0
est valeur propre de ¢ si, et seulement si ¢ n’est pas injectif.

Théoréme
@ Le vecteur u est un vecteur propre de ¢ si, et seulement si Vect(u) est stable par ¢.
@ Des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont libres.
@ Une somme finie de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est directe.

Preuve 3.2
Exemple 3.2

Définition 3.2 Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de A, sil existe un vecteur non nul X delK" tel que
AX=21X
Lensemble des valeurs propres de l'endomorphisme ¢ s'appelle le spectre de A et est noté Sp(A).
Soit X un vecteur non nul delK". On dit que X est un vecteur propre de A, s'il existe un scalaire A € K tel que
AX=1X
Pour une valeur propre donnée A, on appelle sous-espace propre associé a A I'ensemble E, des vecteurs X
de K" tels que AX = A X. Autrement dit, E), est I'ensemble des vecteurs propres associés a A auxquels on adjoint le
vecteur nul.

— Théoréme
Soit ¢ un endomorphisme de E dont la matrice dans la base 98 de E est A. Soit A € K et soit u € E de
coordonnées X = (uy, Uy, ..., U,) € K™ dans la base %8. Alors :

A est une valeur propre de ¢ < A est une valeur propre de A

u est un vecteur propre de ¢ < X est un vecteur propre de A

Définition 3.3 On appelle polyndme caractéristique de ¢ (respectivement de A) le déterminant de x1dg—¢
(respectivement de x I, — A). On le note y ,(x) (respectivement x o(x)). On a donc :

Xo(x) =det(xIdg—¢) et yalx)=det(xl,—A)

S = O
=
Q
~
b S
[\
Il
—_— - N
N
N —

1
Exemple 3.3 Déterminer les polynomes caractéristiques des matrices Ay = | 0
1

Propriétés
@ Le polynome caractéristique est un élément de K[x].

@ Le ceefficient dominant du polyndme caractéristique est égal a 1.

® Le terme constant du polyndme caractéristique est (—1)" det(p) = (—1)"* det(A).
@ Les racines du polyndme caractéristique de ¢ sont les valeurs propres de ¢.

Preuve 3.3

Définition 3.4 Soit A une valeur propre de ¢. On appelle ordre de multiplicité de A, son ordre de multiplicité en
tant que racine du polynéme caractéristique.

, la valeur 1 est de multiplicité 2 et la valeur propre 4 est de multi-

N = =

2 1
Exemple 3.4 Pour la matrice A, = |1 2

11
plicité 1
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3.2 Endomorphismes et matrices diagonalisables CHAPITRE 3 : Réduction d’endomorphismes

Théoréme
Soit A une valeur propre de ¢, de sous-espace propre associé Ej; on a

1 <dim(E,) < ordre de multiplicité de A

—  Corollaire
A est une valeur propre simple de ¢ si, et seulement si dim(E;) =1

Proposition - Lien entre polyndme annulateur et spectre
Soit A € 4, (R) et IT un polyndme annulateur de A. Alors toute valeur propre A de A est racine de I1

Preuve 3.4

Exemple 3.5 Déterminer les polynomes annulateurs respectifs des projecteurs et symétries.
Que peut-on en déduire ?

Remarque. A La réciproque est fausse en général. Toute racine d'un polyné6me annulateur de A n’est pas
nécessairement une valeur de A. Par exemple, I1(X) = X? - X =X(X-1) annule I, car [ fl = I,;, mais 0 n’est pas
valeur propre de I,.

3.2 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Définition 3.5 Un endomorphisme ¢ de E est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de
@ est diagonale.
Une matrice A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale; autrement dit s'il existe une
matrice D diagonale et une matrice de passage P inversible telles que
D=P'AP & A=PDP!

Théoreme
® Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement s’il existe une base de E formée de vecteurs
propres.

@ Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si sa matrice associée est diagonalisable.
® Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si la somme de ses sous-espaces propres est
égale a E.

Corollaire
Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces
propres est égale a n.

Définition 3.6 Soit P un polynome de K[ X]. On dit que P est scindé sur K s'il peut étre factorisé en un produit
de polyndomes de degré 1.
On dit que P est scindé a racines simples s'il est scindé et que toutes ses racines sont de multiplicité 1.

Remarque. D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, tout polyndme de degré supérieur ou égal a 1 est scindé
sur C.

Exemple 3.6 Factoriser dans R[X] ou dans C[X] les polynémes suivants :
Pi=X?-5X+6;P,=X3+X?°-X-letP3=X3—-1

Théoréme. Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité
X (X) estscindé sur K
@ est diagonalisable sur K < et
pour chaque valeur propre A, dim(E)) = ordre de multiplicité de 1
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CHAPITRE 3 : Réduction d’endomorphismes 3.3 Endomorphismes et matrices trigonalisables

Remarque. A Le fait que le polynome caractéristique soit scindé est une condition nécessaire mais non
suffisante.

Corollaire
Un endomorphisme dont le polynéme caractéristique est scindé a racines simples est diagonalisable.

Remarque. A Le fait que le polyndme caractéristique soit scindé a racines simples est une condition
suffisante mais non nécessaire.

2 -1 23 g g 8 i

Exemple 3.7 Réduiresur[Rousur(Elesmatrices:A3=(1 2);A4= 0 2 1 |etAs= 00 0 1
1 1 1

1 1 1 1

Théoréme spectral
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres.
Autrement dit : pour toute matrice symétrique réelle, il existe une matrice diagonale et une matrice or-
thogonale P telle que :

D=P 'AP=PTAP

Remarque. Nous définirons dans la chapitre 7 la notion de matrice orthogonale. P est orthogonale si et seule-
mentsi: P'P =1, & P~! = PT De plus, les colonnes d'une matrice orthogonale forment une base orthonor-
mée.

2 11
Exemple3.8 Soit A, =|1 2 1]. Ay est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base or-
1 1 2

1 -1 1
1 1 1
thonormée. On a vu que Sp(Ay) = 11,4;. On montre que E4 = Vect —(1) et E; = Vect —( 0 ),—(—2) .
qHesp { } 7 V3 1 V2 1 NG 1

Méthode. Pour savoir si une matrice A est diagonalisable, on peut commencer par :

vérifier si elle est symétrique réelle, auquel cas elle est diagonalisable;

calculer son polyndme caractéristique y 4(x);

si y a(x) n'est pas scindé, alors A n’est pas diagonalisable;

si y a(x) est scindé a racines simples, alors A est diagonalisable;

si y a(x) est scindé, mais certaines racines sont multiples; alors il faut déterminer les sous-espaces propres
et vérifier que leur dimension est égale a la multiplicité de chaque racine.

Lo R R IR IR o

Remarque. Le calcul du polynéme caractéristique n’est pas toujours nécessaire; dans certaines situation I'ap-
plication de la définition et des théoremes qui en découlent suffit, comme le montre 'exemple 1 :

1 0 1 0 -1 1 1 0 0
Sans calculs, pour A;=|{0 1 OJ,ona:P;=|1 0 O]etD;= PlAaP=|0 0 O
1 01 0 1 1 0 0 2

3.3 Endomorphismes et matrices trigonalisables

Définition 3.7 Un endomorphisme ¢ de E est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de
@ est triangulaire supérieure.
Une matrice A est trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure; autrement dit s’il
existe une matrice T triangulaire supérieure et une matrice de passage P inversible telles que
T=P'AP o A=PTP!
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3.4 Applications de la réduction CHAPITRE 3 : Réduction d’endomorphismes

Remarque. Un endomorphisme diagonalisable est donc, en particulier, trigonalisable.

Théoreme
Un endomorphisme est trigonalisable si, et seulement si son polynéme caractéristique est scindé.

Corollaire
Tout endomorphisme d'un C— espace vectoriel est trigonalisable.

Théoréme
Soit ¢ un endomorphisme trigonalisable de matrice triangulaire supérieure 7.
@ Les valeurs propres se lisent sur la diagonale de T (en comptant leur multiplicité).
@ La trace de ¢ est égale a la somme des valeurs propres (en comptant leur multiplicité).
\@ Le déterminant de ¢ est égale au produit des valeurs propres (en comptant leur multiplicité).

Exemple 3.9

3.4 Applications de la réduction

Théoreme
Soit A une matrice diagonalisable; alors il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P
telles que A = PDP let, pour tout keN,ona:

Ak = ppkp-1
Preuve 3.5
21 1
Exemple3.10 Soit A, =|1 2 1].Calculer A", VneN.
1 1 2
Théoréme
Soit A une matrice trigonalisable. Notons A la valeur propre de A de plus grand module. Si A # 0, alors :

TI'(An+1)
A= lim ——
n—+oo Tr(An)

Exemple 3.11 Rendez-vous dans le TD9

— Théoréme
Soit (1), une suite définie par une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a ceefficients réels :

Up+2 = AUpy1 + buy
On appelle équation caractéristique associée a (u;) nen 1 €xpression
r?2 = ar + b et on note A son discriminant
o Si A>0:lesracines simples de '’équation caractéristique sont r; et r, et
Up=Arl'+purd, (A,p eR?
o Si A =0:laracine double de I'’équation caractéristique est ry et
Uy = Argl + ,unr(’f, AW e R2
& Si A <0:les racines simples de I'équation caractéristique sont ae’? et a e~ et

uy = a"(Acos(fn) + usin(fn)), (A, p) €R?

Remarque. La relation v, = auy,+1 + bu, s'écrit matriciellement X,,; = AX,, avec
u u a b , PR
X, = ( ZH ), Xp1 = ( n+2 ) etA= (1 0) ; on montre alors que X, = A" X,. Pour démontrer ce théoréme,
n

Up+1
il suffit alors de réduire la matrice A.
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CHAPITRE 3 : Réduction d’endomorphisme3.5 Rappels sur les équations différentielles a ccefficients constants

up=aeR, uy =R

. Exprimer u,, en fonction de n.
Up+2 = Upt1 +6Uy,

Exemple3.12 Soit (uy,) la suite vériﬁant:{

3.5 Rappels sur les équations différentielles a ccefficients constants

Définition 3.8 Soity : t— y(t) une fonction de classe €' sur un intervalle 1. On appelle équation différentielle
linéaire du premier ordre a ccefficients constants une équation de la forme :

Yy () +ay(t)=b(t), oitacRetbe€(I)

Théoréme
Les solutions de I’équation différentielle y' (1) + ay(t) = b(t) sont définies sur I par :

y()=Ce * +y,(1), ouCeRety, estunesolution particuliere

Exemple 3.13 Résoudre les équations différentielles suivantes :

du(t
@ RC% +u(t)=E, ouR, C etE sontdes réels et telle que u(0) =0; @y +2y=et+e 2!

Définition 3.9 Soity : t — y(t) une fonction de classe €* sur un intervalle 1. On appelle équation différentielle
linéaire du second ordre a ccefficients constants une équation de la forme :

y"(t)+ay' () +by(t) = f(t), oit(a,b)eR? et fe €

—— Théoréme
On considere I'équation différentielle homogene : y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0.
On appelle équation caractéristique associée a I’équation homogene I'équation :

r? + ar + b =0 et on note A son discriminant
o Si A>0:lesracines simples de 'équation caractéristique sont r; et r, et y est définie sur I par :
y(t) =Aet+ue!, (A, u) e R?
o Si A=0:laracine double de I'équation caractéristique est ry et y est définie sur I par:
y(t) = Ae"o +ute™’, (A, u) € R?
o Si A <0:lesracines simples de 'équation caractéristique sont a +if et @ — i § et y est définie par :

y(1) =e® (Acos(Bt) + usin(Br), (A, p) €R?

.

y"'+2y' +2y=>5cos(t)

Exemple3.14 Résoudre le probleme de Cauchy suivant:{ Y0)=0; ¥(0) =0
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3.6 Travaux dirigés CHAPITRE 3 : Réduction d’endomorphismes

3.6 Travaux dirigés

Exercice 3.1

0 -1 0
SoitA= -1 0 O
0 0 1

1. Montrer que A est diagonalisable. Réduire A et calculer A", pour tout n € N.
2. Variante:OnposeII1(X) = X3 - X2 - X +1.

(a) Montrer que II(A) =0.

(b) Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par II.

(c) Retrouver alors 'expression de A” pour tout 72 € N.

Exercice 3.2

3 -2 4
SoitA=| -1 3 -1
-2 -1 -3

1. Réduire A.
2. En déduire {B € M3[R), AB = BA}.
Montrer que cet ensemble est un sous-espace vectoriel de ./ (R) et en donner une base.

Exercice 3.3 *

Soit A € 4, (R), diagonalisable et telle que Sp(A) = {a, b}, ol a et b sont des réels.
Montrer que Vk € N, il existe (ay, Br) tel que A* = ar A+ Bil,.

Exercice 3.4

Up+1 =2Up + Uy

c 1 . P U
On considere les suites (1) et v,;) définies par : ( 0) eR? et VneN, { .
Vo Un+1 = Up+ 20y

1. Une premiére méthode : On pose X;, = (vn)

n

(a) Déterminer une matrice A € 4> (R) telle que X;,+1 = AX},.
(b) Réduire A afin de calculer A" pour tout n € N.
(c) En déduire les expressions de u,, et de v, en fonction de uy et vy.
2. Une deuxiéme méthode : On introduit les suites (S;) et (D) définies par S;, = u, + v, et D, = u, — vy,.

(a) Montrer que (S;) est une suite géométrique dont on donnera la raison. Exprimer alors S, en fonc-
tion de n, de ug et de vy.

(b) Exprimer de méme D, en fonction de n, de ug et de vy.

(c) Conclure.
Exercice 3.5

Déterminer la suite (u,,) définie par la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 suivante :

{ u=1 , u=2
Up+2 = Up+1 — Up
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CHAPITRE 3 : Réduction d’endomorphismes 3.6 Travaux dirigés

Exercice 3.6 x (D'apres Centrale-Supelec)

Soit f € £(R3) canoniquement associé a la matrice M = | —

—
[« R NS
— - O

1. f est-il diagonalisable sur R? sur C?

2. Soit Z = X +iY un vecteur propre complexe de f associé a la valeur propre A = a+ ib. En identifiant les
parties réelles et imaginaires dans I'égalité M Z = 1Z, déterminer I'équation cartésienne d'un plan stable

par f.
Exercice 3.7

x(0) 2 X' =y +2z(1)
Résoudre le systeme différentiel : [ y(0) [ = [0 ] et VieR, 1 ¥/ (1) = x(¢) +2y(1) — z(¢)
z(0) 1 Z'(t) = —x(t) + y(£) + 2z(1)

Exercice 3.8 x (D'apres Centrale-Supelec)

010
1. SoitJ=| 0 0 1 |.Lamatrice J est-elle diagonalisable sur R? sur C?
1 0 0

Déterminer ses éléments propres.

2. On considere (ay,), (by), (cy) les suites définies par :

ap an+1 = %(an + by)
by |eR® et YneN,{ bp=21(by+cy)
Co Cn+1 = %(Cn + ap)

Soit U,, = (an, by, ci) ; déterminer la matrice A telle que U+ = AU,.
3. Exprimer A en fonction de J et montrer que A est semblable & une matrice diagonale a préciser.

4. En déduire les expressions des suites (ay), (by), (c,) et montrer qu’elles sont convergentes.

Exercice 3.9 x (D'apres Centrale-Supelec)

0o 1 O 0
1 0 1
PourtoutneN, n=2,onpose A,=|g 1 ¢ ‘. o]etonapplelley,lepolyndome caractéristique de A;.
: . . o1
o - 0 1 0
1. Pour tout a €]0, 7|, on pose u, = y,(2cosa). Pour n = 4, détprminer une relation de récurrence liant
Up, Up—1 €t Up—». En déduire que pour tout neN, n=2, u, = %.

2. En déduire que pour tout n €N, n =2, A,, possede n valeurs propres deux a deux distinctes.

3. Pourtout neN, n =2, déterminer les sous-espaces propres associés aux valeurs propres de A,.
sina

) sin2a
On pourra considérer les vecteurs X, =

sinna
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CHAPITRE 4

FONCTIONS VECTORIELLES

Dans tout ce chapitre, les fonctions étudiées seront a valeurs vectorielles, c’est-a-dire a valeurs dans R”,
avecn=2oun=3.

4.1 Fonctions d’une variable réelle a valeurs dans R? ou R>

Soit I un intervalle de R. On note % (I, R") ’ensemble des fonctions définies sur I et a valeurs dans R”.

Théoréme
L'ensemble & (I,R"), muni de la somme des applications et du produit par un réel, a une structure d’es-
pace vectoriel réel.

Définition 4.1 Soit f € & (I,R"). On appelle fonctions coordonnées ou fonctions composantes les fonctions
fi : R—R, aveci€ [1,n], telles que

viel, f)=(f0,... faD)

Définition 4.2 Soit f = (fi,..., fn) € FU,R™), € = (¢1,...,0,) €R" et 1y € R. On dit que [ admet pour limite ¢ en
Iy et on note }mtl f(t) =Y, si chaque fonction coordonnée f; admet pour limite ¢; en ty, soit si
—lh

Viel[l,n], }HItl filty=2¢;
-l

autrement dit, Vi € [1, n]
Ye>0,In>0,Vrel,|t—tl<sn = |fi(t)-¥;l<s¢

Remarque. On définit de maniére analogue la limite de f en +oco et en —oo, ainsi que la limite a gauche et a
droite en 1.

Exemple 4.1 Soit f € F(R,R?) définie par f(t) = (fz—;'l, %)

Donner l'ensemble de définition de f et calculerltirr} f; tlir+n f) et 111})1 f().
b —1+00 t—0%

Théoréme
Soit f € F(I,R"), ¢ e R" et tp € R. f admet pour limite £ en &, si, et seulement si

Ve>0,In>0,Vtel, [t—thlsn = | f()-4l<e

Preuve 4.1
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CHAPITRE 4 : Fonctions vectorielles 4.1 Fonctions d’une variable réelle a valeurs dans R? ou R3

Définition 4.3 Soit f € F(I,R") et ty € I, on dit que [ est continue en f si }Hrtl @)= f(t).
—lo

Soit f € Z(I,R"); on dit que f est continue sur I si f est continue en tout point ty de I. On note 6 (I,R") (ou
€9(1,R™)) I'ensemble des fonctions continues sur I et a valeurs dans R".

Définition 4.4 Soit f € & (I,R") et ty € I. On dit que f est dérivable en t, si chaque fonction coordonnée est
dérivable en ty. Dans ce cas, on appelle dérivée de f en t le vecteur

() = (f{(t0), - (1))

Remarque. On définit de maniére analogue la notion de dérivabilité a gauche et a droite en 7.

Propriétés

Lorsqu'il existe et qu'il n’est pas nul, le vecteur dérivée f'(fy) s'interprete géométriquement comme un
vecteur directeur de la tangente a la courbe représentative de f dans R”.

De méme, le vecteur dérivée f’(t;) s'interpréte cinématiquement comme le vecteur vitesse d'un point
mobile qui décrirait la trajectoire f en fonction du temps .

Exemple 4.2 Soit f € F (R,R?) définie par f (1) = (t+1,1). Calculer f'(1), puis f'(1), f'(2) et f'(3).

Définition 4.5 Soit f € & (I,R"); on dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point ty de I.
On dit que f est de classe €~ sur I si chaque fonction coordonnée est de classe €* sur 1. On note €*(I,R")
I'ensemble des fonctions de classe €* sur I et a valeurs dans R".

Exemple4.3 Soit f € F (R,R?) définie par f (1) = (t+1,1). Calculer f®(1), Yk eN.

Théoreme
Lensemble €% (1 ,R™) est un R—espace vectoriel pour tout k € N.

——— Propriétés N
Soient f € & (I,R"), g€ F(I,R") et h e & (I,R), deux fonctions vectorielles et une fonction réelle.
Si f, g et h sont dérivables en £, alors

o f+gestdérivableen et (f+g) (o) = f'(to) + &' (10);

o hx f estdérivable en ty et (h x f)'(to) = h' (1) x f(to) + h(to) x f'(to).
Si f, g et h sont dérivables sur I alors

o f+gestdérivablesur Iet (f+g) = f'+g';

o hx festdérivablesur I et (hx f) =h'x f+hx f'.

/

Définition 4.6 Soit f € #(I,R"); on dit que f admet un développement limité a ordre k au voisinage de 7 si
chaque fonction coordonnée admet un développement limité a l'ordre k au voisinage de t.

Théoréme. Formule de Taylor-Young a I'ordre k

Soit f € €*(I,R") et ty € I, alors f admet un développement limité a I'ordre k au voisinage de f, donné
par

(t-10)? _, (t—to)*
TR AU ™

() = flto)+ (£ — 1) f (1) + F® (1) + o((t — to)¥)

Remarque. La fonction ¢ — 0((t— to)k) est une fonction négligeable devant ¢ — (1 — to)k au voisinage de tj. Cette
fonction peut également s’écrire ¢t — (t — to)ke(t - 1), ot }mtl e(t—1ty) =0.
—l

Exemple 4.4 Donner le DL3(0) de la fonction g définie sur R par g(t) = (coss(t), sin3(t)).
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4.2 Courbes paramétrées CHAPITRE 4 : Fonctions vectorielles

Remarque. Une fonction f peut admettre un développement limité d’ordre k en un point fy en lequel f n'est
pas définie; auquel cas, on dit que la fonction f est prolongeable par continuité en t,.

t
Montrer que h est prolongeable par continuité en 0 et que ce prolongement est dérivable en 0.

Exemple 4.5 Soit h la fonction définie sur 0, +oo[ par h(t) = (lnl—”) £ _1) (x(0), y(D)).

On suppose R” muni d'une structure euclidienne, c’est-a-dire muni d’'un produit scalaire, noté (u, v) ou
u- v pour tous vecteurs u et v de R”. Alors il est possible d’associer a ce produit scalaire une norme en posant

lull = v<{u,u)y=vu-u.

——— Théoréme. Dérivée du produit scalaire

Soient f et g deux fonctions de ¢*(I,R"); alors le produit scalaire f-g € €*(I,R") eton a

(f8)=r-g+f¢g

( )(k) i( )f(z (k—1)

i=0

Corollaire. Dérivée d'une norme
Soient f € €'(I,R") telle que f ne s’annule pas sur I; alors la norme | f| € €' (I,R") eton a

f-r
If1

(I1fFn) =

— Théoréme. Dérivée d’'un déterminant
Soient f et g deux fonctions de €' (I,R?); alors le déterminant det(f, g) € €' (I,R?) etona

(det(f,g)) = det(f', ) +det(f, g
Soient f, g et h trois fonctions de €1 (1,R3); alors le déterminant det(f,g, h) e €1(I,R3) etona

(det(f, g, h) =det(f, g, h) +det(f,g’, h) +det(f,g, 1)

——— Théoréme. Dérivée d’'un produit vectoriel

Soient f et g deux fonctions de €k (1,R3); alors le produit vectoriel fA g€ €k (1,R3) eton a

(frg)=fng+fnrg

(f/\g)(k) Xk:( )f(z/\g(k i)

i=0

4.2 Courbes paramétrées

4.2.1 Rappels sur les graphes de fonctions réelles a valeurs réelles.
Dans ce paragraphe, le plan est muni d’un repére orthonormal (O, i, ])
Définition 4.7 Soit D un sous-ensemble de R et f : D — R une fonction réelle. On appelle graphe de [ (ou

représentation graphique de f, ou encore courbe représentative de f) la courbe plane définie par I'équation
y = f(x); cest-a-dire l'ensemble des points M du plan de coordonnées (x, f (x)).
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CHAPITRE 4 : Fonctions vectorielles 4.2 Courbes paramétrées

Définition 4.8 Soit I un intervalle de R; on considere une fonction f : I — Ret xp € I.
On dit que f est dérivable en x si
x) — f(x
lim f(x) = f(xo)
X=X X — X0

existe et est finie. Dans ce cas cette limite est notée f'(x,) et est appelée nombre dérivé de f en xy.

Remarques.

o La quantité f0-fx)

=0 s’appelle le taux de variation de f au voisinage de xj.

f(xo+h)—f(xo)
h

o En posant x = xy + h, le taux de variation s’écrit aussi w

.y e
,ainsi: f'(xg) = }1111(1)
Le quotient f(x;:—gx‘)) est le taux de variation, ou taux d’accroisse- /@
ment, de la fonction f entre xj et x. Graphiquement, il représente la

pente de la sécante joignant les points My(xo, f(xo)) et M(x, f(x)) de

la courbe représentative €6 de f.

Si f est dérivable en x, cette sécante a une position limite, qu'on ap-  f(Xo) |
pelle tangente a 6 au point M. Ainsi, le nombre dérivé f’(x,) est le
ccefficient directeur de cette tangente.

Propriété. Equation de la tangente a une courbe

Soit I un intervalle de R, f : I — R une fonction dérivable sur I et xq € I. Alors f'(xo) représente le
ccefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse xp.
Plus précisément, cette tangente admet pour équation

y = f'(x0) (x — x0) + f(x0)

Remarques.
o Si f est définie en xp, n'est pas dérivable en xj et si le taux de variation de f en xj tend vers I'infini; alors
le graphe présente une tangente verticale au point de coordonnées (xo, f(xo)).
C’est le cas du graphe de la fonction racine carrée en 0, par exemple.
o Si f est définie en xp, mais les dérivées a gauche et a droite sont différentes; alors le graphe présente
deux demi-tangente formant un angle. On dit que le graphe posseéde un point anguleux.
C’est le cas de la fonction valeur absolue en 0, par exemple.

4.2.2 Arcs paramétrés

Définition 4.9 Soit I un intervalle deR et f : I — R" une fonction vectorielle. Pour t € I, on note 6 l'ensemble
des points deR" de coordonnées f(1). Le triplet (1, f,€) s'appelle un arc paramétré.

Sin =2, on parle d’arc paramétré plan.

Le couple (I, f) est le paramétrage de 'arc et € est la courbe paramétrée.

Exemple 4.6 Soit f la fonction définie sur R par f(t) = (cos(1),sin()), et € la courbe paramétrée associée. On
reconnait € comme le cercle de centre0 et de rayon 1 (cercle trigonométrique).

On dit alors que f (1) = (cos(1),sin(1)) est un paramétrage de ce cercle.

1-* 2t
1+127 1+12

Ce paramétrage n'est pas unique; la fonction définie surR : t — (
ce cercle, mais privé du point (-1,0).

) donne un autre paramétrage de

Définition 4.10 Soit (I, f,€) un arc paramétré et ty une borne de I.
Si }mtl | ()|l = +o0, on dit que la courbe présente une branche infinie.
—lo

Remarque. Soit (1, f,¢) un arc paramétré plan. On note f(t) = (x(#), y(t)). La courbe € présente une branche
infinie si }Hrtl x(t) = oo ou }Hrtl y(f) = +o0.
—l —lo
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Exemple4.7 On reprend la fonction définie sur] —oo,0[U]0, +oo[ par f(£) = (x(1), y(1)) = (t+ 1, 1).

tEI_Eloox(t) = +o0 et tEI}looy(t) =0, donc € admet une branche infinie en +oo et, d'apres les limites de x(t) et
de y(t) on peut méme dire que € admet un asymptote horizontale lorsque t tend vers +oo.

tlil}){ x(t) =+oo et tli%l+ y(t) = +o0, donc € admet une branche infinie en 0.

On peut méme démontrer que € admet la droite d’équation y = x comme asymptote oblique.

Définition 4.11 Soit (I, f,€) un arc paramétré et ty € 1. On suppose que f € €1 (I,R").

Si f'(to) # 0, on dit que le point M(ty) de coordonnées f(ty) est régulier. Dans le cas contraire, on dit que le
point est stationnaire.

On rappelle que le vecteur dérivée f'(ty) s'interprete cinématiquement comme le vecteur vitesse d'un point
mobile qui décrirait la trajectoire f en fonction du temps t. En un point stationnaire le vecteur vitesse s‘annule,
d’oi son nom.

Propriété. Vecteur tangent a une courbe paramétrée

Soit (I, f,6) un arc paramétré. On suppose que f € €1(I,R™). Soit t, € I tel que M(tp) soit un point
régulier. Alors un vecteur directeur de la tangente a 6 en M(t;) est donné par f’(t).
Plus précisément, dans le cas d'un arc plan, une équation cartésienne de cette tangente est donnée par
¥ (o) (x — x(19)) — X' (10) (y — y(t0)) = 0
Une représentation paramétrique est données par
x(1) = x(to) + tx' (o)
{ y(@) = y(to) + ty' (1)

N J
Remarque.

Soit (I, f, ) un arc paramétré plan. On note f (1) = (x(2), y(1)). M(1)

Soient t # ty dans I, on considere les points M (f) et M(ty) de 6.

La sécante (M (tp), M (1)) est dirigée par le vecteur : \

(x(6) — x(1), y(£) — y(1p)).
Ce vecteur est colinéaire a (

x(D)—-x(ty) y@O)—y(t)
—t, ' il )
Lorsque t — f(t) est dérivable en 7, alors t — x(¢) et t — y(t) le sont
également, et la valeur limite des vecteurs directeurs des sécantes de-

vient (x' (%), y' (t0)) = f'(to). ©

(o)

Exemple 4.8 On consideére la fonction définie sur] — m, 7] par g(t) = (cos® t,sin 1).
Déterminer les points stationnaires; puis déterminer une représentation paramétrique de la tangente en un
point régulier.

4.2.3 Etude des arcs paramétrés plans.

Dans ce paragraphe, le plan est muni d’'un repére orthonormal (O, i, f)
Définition du domaine d’étude.

Soit (D, f,€) un arc paramétré plan. On note f(t) = (x(¢), y(#)). Le domaine de définition D est I'intersec-
tion des domaines de définition de x et de y. D est un intervalle I ou une réunion d’intervalles.
On peut ensuite utiliser certaines propriétés des fonctions x et y pour réduire le domaine d’étude.

Périodicité
Soit (I, f,¢) un arc paramétré plan. Si x et y sont T—périodiques, alors on peut réduire le domaine
d’étude a un intervalle de la forme [a,a + T[NnI. La courbe est alors invariante.
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~—— Parités
Soit (I, f,€) un arc paramétré plan.

@ Si x et y sont paires, alors alors on peut réduire le domaine d’étude a un intervalle de la forme
[0, +oo[N 1. La courbe est alors invariante.
@ Si x et y sont impaires, alors alors on peut réduire le domaine d’étude a un intervalle de la forme
[0, +oo[N 1. La totalité de la courbe est obtenue par symétrie centrale par rapport a O.
® Si x est paire et y est impaire, alors alors on peut réduire le domaine d’étude a un intervalle de la
forme [0, +oo[N 1. La totalité de la courbe est obtenue par symétrie d’axe (Ox).
@ Si x est impaire et y est paire, alors alors on peut réduire le domaine d’étude a un intervalle de la
L forme [0, +oo[N 1. La totalité de la courbe est obtenue par symétrie d’axe (Oy). )
y
o My(—1t) My (—tyeM(t)
(0] X
o Mo(—1) Msz{—t)e

Remarque. Cas particulier ot les fonctions x et y sont 2r—périodiques :

Il peut étre intéressant de calculer x(z — ) et y(;r — t). En effet, supposons avoir restreint de domaine d’étude
alo,n);alorste[0,5] © 0st<f o I<n-t<m o n-rel[f,n].

Ainsi, si x(r — t) et y(; — t) s’expriment simplement en fonction de x(t) et y(¢), on pourra restreindre le

domaine d’étude a [0, Z].

x(t) =cos3 t
y(t) =sin®t

* X et y sont périodiques; donc on peut étudier sur [—m, ] et la courbe est invariante.

e X est paire et y est impaire; donc on peut étudier sur [0, 7] et on obtient la totalité de la courbe par symétrie
d'axe (Ox).

o x(m—1) = —x(t) et y(m — t) = y(t); donc on peut étudier sur |0, %] et on obtient la totalité de la courbe par
symétrie d’axe (0y).

Exemple 4.9 On considere la courbe paramétrée, définie sur R par : {

Etude des variations simultanées

Soit (I, f,€) un arc paramétré plan. On note f () = (x(#), y(r)) et on suppose que f € €' (I,R?).
On dérive alors les fonctions x et y, on étudie le signe de ces dérivées pour en déduire les variations simul-
tanées des fonctions x et y.

x()=t+1
y=1

Comme x et y sont impaires, on peut étudier sur 10, +oo[ et on obtiendra la totalité de la courbe par symétrie
de centre O. Dresser les tableaux de variations conjoints des fonctions x et y sur]0,+ool.

Exemple 4.10 On consideére la courbe paramétrée définie sur] — oo, 0[U]0, +oo[ par {
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Etude des tangentes et tracé de la courbe
Soit (I, f,€) un arc paramétré plan. On note f(£) = (x(#), y(¢)) et on suppose que f € €*(I,R?). Soit ty € I.

o Si M(ty) est un point régulier :
Un vecteur tangent est donné par f(to) = (x'(to), ¥ (f)). Ainsi si X' (fp) = 0, alors € admet une tangente
verticale en M(t,) et si y'(fp) = 0, alors € admet une tangente horizontale en M ().

o Si M(1p) est un point stationnaire :
Le vecteur f’(tp) est le vecteur nul et ne peut étre vecteur directeur de la tangente.

Propriété. Vecteur tangent a un arc plan

Soit (1, f,€) un arc paramétré plan tel que f € € k(1,R?). On suppose qu'il existe un entier i < k tel que
f9(ty) soit non nul.

Alors un vecteur directeur de la tangente a € en M(t;) est donné par le premier vecteur dérivé non nul
dans la suite (£ (1))

1<js<it

x(t) =cos® t

Exemple 4.11 On considere la courbe paramétrée définie sur R par g(t) = { () = sin3 ¢

Les points de parametres respectifs 0 et 5 sont stationnaires.
Déterminer un vecteur tangent en chacun de ces points.

Propriété. Position relative d’'une courbe par rapport a sa tangente

Soit (1, f,%6) un arc paramétré plan tel que f € € k(I,R?). On suppose que f, € I. La position relative
locale de € par rapport a sa tangente en M () est donnée par les termes du développement limité de f
au voisinage de t.

Exemple 4.12 On considere a nouveau la courbe paramétrée définie sur]—oo,0[U]0, +oo[ par f(t) = {

xX'(1)=0ety (1) =-1, donc, au point M(t =1) = M(2,1), la courbe € admet une tangente verticale.

x(A+h)=1+h+p =1+h+1-h+h*+oh®)=2+h?+0(h?);y(1+h) = 47 =1-h+h*+o(h?);

onadonc f(1+h)= ( i ) + h( _01 ) +h72( 3 ) + o(h?). Le terme d’ordre 2 est positif, donc la courbe se trouve a

tangente
droite de la tangente verticale.

Propriété. Longueur d'une courbe
Soit (1, f,€) un arc paramétré plan tel que f € €1 (I, R?). Soient #; et t, deux points de I, on suppose que
I'arc est régulier sur [#3, f2]. La longueur L de 'arc de courbe compris entre M(#;) et M(f,) est donné par

[2)
L:f \/(x’(t))2+ (y'(t))2 dt
151

x(t) =cos t

Exemple 4.13 On considére a nouveau la courbe paramétrée définie sur R par g(t) = { YO =sindt

Déterminer la longueur de cette courbe.
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4.3 Travaux dirigés
Exercice 4.1

R — 4> (R)
t— A(t)

de A(1) et C»(#) la deuxieme colonne, on a donc A(z) = (C1 (1), C2(1)).

On note D(t) = det(A(t)); montrer que D est dérivable et que pour tout 7€ R, ona:

1. On considere la fonction A : , dérivable. Pour tout ¢ € R, on note C; (¢) la premiéere colonne

D' (1) = det(Cj (1), C2(1)) + det (Cy (1), Cy (1))

Plus généralement, on peut montrer que si A est une fonction dérivable de R dans .4, (R), en notant C; (¢)
la j—ieme colonne de A(¢) et D(t) = det(A(1)); alors D est dérivable eton a:

D' (1) = det(C}(£), Co(1), .., Cn(1)) + det (Cy (£), Co (1), ..., Cn(8)) + - -+ + det (Cy (1), Ca (1), ..., C)y (1)

r 1. 0 - 0
o1

2. Soit t € R, on pose Dy(t) =1, D1(f) = ¢, et, pour tout n = 2, Dy (f) = %3 %2 t .0l
s 1

Montrer que D, est dérivable et calculer D),(¢) pour tout ¢ € R. En déduire une expression de D,,(1).

Exercice 4.2 La cycloide

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, i, ]) Un cercle M,
% de rayon 1 de centre Q roule sans glisser sur I'axe (Ox). A
I'instant ¢ = 0, le cercle a son centre sur 'axe (Oy) et on note Q
M(?) le point du cercle situé au point O a l'instant ¢t = 0. On r

note I(t) le point de contact entre €6 et 1’axe (Ox). La variable ¢
correspond a la mesure de ’angle orienté ((W/I QI ).

1) I
1. Déterminer, en fonction de ¢, une paramétrisation de la courbe décrite par le point M.
o 51 . . e x(f)=t—sint
2. Ons’intéresse a I'arc, appelé cycloide, défini par : ()
y()=1-cost

(@) Quelle transformation permet d’obtenir le point M (¢ +27) a partir du point M(¢)?
(b) Donner le développement limité a I'ordre 3 en 0 pour les fonctions x(#) et y().
(c) Etudier et tracer la cycloide.

(d) Calculer lalongueur d'une arche de cycloide.

Exercice 4.3 Folium de Descartes

x(t) =
1+13
On considere la courbe € définie par : )
t
l- .
YO=15

1. Pour ¢ #0et £ # —1, comparer x (1) et y (1) a x() et y(¢). En déduire que ¢ admet un axe de symétrie que
I'on précisera.
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2. Expliquer pourquoi il suffit d’étudier la courbe pour ¢ €] — 1, 1[. Etudier les variations simultanées de x et
de ysur]—-1,1[.
3. Déterminer une équation de I’asymptote oblique a la courbe 6.

4. Construire la courbe €.
Exercice 4.4 Lemniscate de Bernoulli

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, i, f)

1. Etudier la courbe définie par:

_ sint
x() 1+cos? ¢
o) = sintcost

1+cos?t

En particulier, on calculera: x (arccos (\/Tg)) ety (arccos (‘?))

_ ty. _1-Z s 2z
2. Onpose z = tan (£); montrer que cost = 152z etquesint = 155;.
x(t) _ Z+Z3
P ) s s . . T 1+z*
En déduire qu'une autre paramétrisation de la lemniscate est donnée par : s
Y0 =15

Exercice 4.5 Cardioide

x(t) =2cost+cos(2t)
y(8) =2sint +sin(21)
Calculer la longueur de cette courbe.

Etudier la courbe définie par : {

Exercice 4.6 Deltoide

x(t) =2cos t+cos(2t)
y(t) =2sint—sin(21)
Calculer la longueur de cette courbe.

Etudier la courbe définie par : {

Exercice 4.7 Courbes de Lissajous

Etudier les courbes suivantes :

@ x(t) =cos(31) ) x(t) =2cos(2¢)
Y 30 =sin20) y(0) = sin(31)

Exercice 4.8 Nephroide

Un cercle de rayon g roule sans glisser a I'extérieur d'un cercle de rayon R.
Démontrer que la représentation paramétrique de la trajectoire d'un point M de ce cercle peut s’écrire :

x(1) = g (3cost—cos(31))
y(1) = ¥ 3sinr-sin(31)

Construire cette courbe.

Exercice 4.9

x()=v1+2t—t

La courbe paramétrée par : - 24+2¢3 admet-elle un point singulier? Si oui, déterminer un vecteur
yi) =
1+¢

tangent a la courbe en ce point.
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CHAPITRE b

INTEGRATION D’'UNE FONCTION CONTINUE

Dans tout ce chapitre, les fonctions sont continues sur un intervalle de R et a valeurs dans K =R ou C.

— Théoréme fondamental du calcul intégral
Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle I, et soit a € I.

X
Lafonction F : x— f f(t) dt est'unique primitive de f qui s’annule en a.
a

=

~— Corollaire

X
@ Si F est une primitive quelconque de f sur I alors / f(t)dt=F(x)—-F(a).
a

b
@ Si f est une fonction de classe € sur Ialorsf fl(nde= [f(t)]z = f(b) - f(a).

-

X
Exemple5.1 On chercheadéterminer les valeurs propres de l'application ¢ définie sur€ (I,R) par: f — f f() dt.
0

Formule du changement de variable

Soit ¢ une fonction de classe €' sur I et f une fonction continue sur ¢(I). Alors pour tous a, b dans I :

@b

) b
f(x)dx= f flo@)e' (1) dr
@(a) a

&1
Exemple5.2 Calculer f ——dx en posant x = arcsint et en cherchant deux réels a et b vérifiant
0 COSX

1 _a N b
1-0+86 1—-t 1+t
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5.1 Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a, +oo[

+00
Définition 5.1 Soit f : [a, +oo[— K une fonction continue, avec a € R. On dit que[ f(#) dt est une intégrale
a
X
convergente si la fonction x — f f(t) dt admet une limite finie quand x tend vers +oco.
a

+00
Si tel est le cas, on note cette limitef f(1) dt.
a

X
Remarque. Dans le cas ou la fonction x — f f(t) dt n’admet pas de limite finie quand x tend vers +oo, I'inté-
a

+00
grale f f (1) dt est dite divergente.
a

+00 1 +00 1
Exemple5.3 Convergence et calcul (éventuel) des Intégrales [ 172 dzet f p dr.
0 1

—— Proposition

+00
Soit f une fonction continue et positive sur [a, +oo[, alors f f(#) dt est convergente si et seulement
a

X
sila fonction x — f f () dt est majorée.
a

.

~— Théoréme
Soient f et g deux fonctions continues et a valeurs positives sur [a, +co[. On suppose que pour tout

tela,+ool,ona:0< f(1r) < g(r).
+00

+00
@ Si g(t) dt converge, alors f f(t) dt converge.
a a

+oo

+00
@Si f f(t) dt diverge, alors g(r) dt diverge.
a a

dt.

+00o
Exemple 5.4 Etudier la convergence de l'intégrale f oTrl
1

5.2 Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

b
Définition 5.2 Soit f : [a, bl— K une fonction continue, avec a€ R, b > a ou b = +oc0. On dit que[ f(t) dtest
a

X
une intégrale convergente si la fonction x — f f(t) dt admet une limite finie quand x tend vers b par valeurs
a

b
inférieures. Si tel est le cas, on note cette limite f f(odt.
a

b
Définition 5.3 Soit f :1a, b] — K une fonction continue, avec a< b, ou a = —oo et b € R. On dit que[ f() dtest
a
b
une intégrale convergente si la fonction x — f [ () dt admet une limite finie quand x tend vers a par valeurs
X

b
supérieures. Si tel est le cas, on note cette limite f f(t) dt.
a

Remarque. Pour des fonctions continues sur un intervalle ] a, b[, avec a < b, a € RU {—oo} et b € RU {+o0}; il est
préférable d’étudier les convergences en a et en b séparément.
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~—— Proposition. Intégrales de Riemann

+00
@ Lintégrale f t~% dt converge si, et seulement si @ > 1 et dans ce cas :
1

+00 1
f 7 %dr=——
1 a—1

1
@ Lintégrale f t~% dr converge si, et seulement si @ < 1 et dans ce cas :
0

1 1
ft_“dtz—
0 l-«

\ J
Preuve 5.1
~——— Proposition. Intégrales de référence
1
@ Lintégrale f In(?) d¢ est convergente et
0
1
f In(¢) dt=-1
0
+00
@ Lintégrale f e %’ dt converge si, et seulement si @ > 0 et dans ce cas :
0
+00 1
f e ‘' dr=—
N 0 a J
Preuve 5.2

Théoréme
Soit f une fonction continue sur ]a, b] avec a € R. Si lim_f(7) existe et est finie (autrement dit si on peut
t—a

b
prolonger f par continuité en a), alors f f(t) dt converge.
a

dt.

1
Exemple 5.5 Etudier la convergence de l'intégrale f 1
0 € —

Proposition. Relation de Chasles
Soienta<c< b,avecaeRoua=—-oo, ceR, et beRou b= +o0, tels que les intégrales généralisées
Jsfet fcb f convergent. Alors [, f f converge eton a:

b c b
ff(t)dtzf f(t)dt+f f(0) de

t

dz.
el -1

+00
Exemple 5.6 Etudier la convergence de l'intégrale I = f
0

~——— Proposition. Linéarité ~

Soient f et g deux fonctions continues et telles que les intégrales | f fetf : g sont convergentes, et A € K.
Alors I'intégrale [” (Af + g) converge etona:

b b b
f(lf+g)(t)dr=ﬂf f(t)dt+f g(ndt

-

~—— Proposition. Positivité
b

Soit f une fonction positive sur [a, b] et telle que I'intégrale f
a

b
f converge. Alors f f(¢) dt est positive.
a
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~——— Proposition. Croissance

Soient f et g deux fonctions telles que les intégrales |, f fet/ : g convergent.

b b
Si, pour tout t € [a, b], f(f) < g(1), alorsf f()de sf g(p dr.
I\ a a

——— Théoréme. Changement de variable
Soient f une fonction continue sur ]a, b| et ¢ une fonction strictement croissante de classe €' sur ]a, B[
telle que a = lim ¢(u) et b= lim ¢(u).

u—a u_»ﬁ

Les intégrales [, f fndret [ f f(e(w)¢'(u) du sont de méme nature et, si elles convergent, on a:
b B
f f()de :f flew)e' () du
a a

=

Remarque. On peut adapter le théoreme précédent au cas ol1 ¢ est strictement décroissante.

1
dt

+00
Exemple5.7 Convergence et calcul de l'intégrale ] = f Tror b
0

—— Théoréme. Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe € sur [a, b[ avec b > a ou b = +oo.

Si lirré u(t)v(t) existe et est finie, alors les intégrales f f u(Hv(r) dtet f f u(t)v'(r) dt sont de méme nature
—

et, si elles convergent, on a :

b b b
[u’(t)v(t)dt:[u(t)v(t)] —f w(H v (1) dr
a a a

Remarque. On peut adapter le théoreme précédent au cas o1 'intégrale est généralisée en a.

e +toogint
Exemple5.8 Convergence lintégrale L = f Tdt.
0

5.3 Intégrabilité d’'une fonction continue sur un intervalle

Définition 5.4 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] a valeurs dans R ou C. On dit que l'intégrale

b b
généralisée f [ est absolument convergente si l'intégrale f | f(t)|dt est convergente.
a

a

Théoréme
Soit f une fonction continue sur [a, b] a valeurs dans R et dans C.

b b
Si f f est absolument convergente, alors f f(t) dt converge.
a a

Définition 5.5 Soit f une fonction continue sur un intervalle I a valeurs dansR ou C. On dit que f estintégrable
sur I si son intégrale sur I est absolument convergente.

Exemple5.9 La fonction t — In(t) est intégrable sur [0, 1].
Notation. Si f est intégrable sur I, on note f fou f f(t) dt 'intégrale de f sur I.
I I

Remarque. On utilise indifféremment les expressions « f est intégrable sur I » et «I'intégrale f f estabsolument
I

convergente ».
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Théoreme
Soit f une fonction continue et intégrable sur I a valeurs dans Ret dans C. On a:

‘flf(t)dt </I|f(t)|dt
—— Corollaire

Soit f une fonction continue sur I a valeurs dans R et dans C.

Si f estintégrable sur I, alors f f(t) dt converge.
I

Remarque. Lintégrabilité d'une fonction sur I est une condition suffisante pour que f f(t) dt converge; mais
I

cette condition n’est pas nécessaire.

Exemple5.10 Nous avons démontré que l'intégrale de Dirichlet f0+°° Sh;t dt est convergente. Montrons que la

. smt o0 | sint _ ptoo |sint|
fonction t — 2= n'est pas intégrable sur [0, +oo| : considérons donc fo |T| dr= fo 7dt.
On pose un = fnzﬂ)” S0 ¢ ; par Chasles on a f; Mdt =Y =0 Un.

_ _ 7 |sin(x+nm)| T sinx
Dans uy,, on pose t = x+ nm,alorsdt =dxetona:u, = [j =S "dx= fo =dx; ,
Vxel0,7], .~ n+nﬂ, donc, par croissance de lintégrale, il vient, u, = (n+1)7t Jo sinxdx = iR
Nous verrons plus tard que la série }. >0 75 1 est la série harmonique divergente, donc, par comparaison la

série Y. 5o un diverge et donc [, @dt divergell

=

Proposition. Linéarité
Soient f et g deux fonctions intégrables sur I, et A € K. Alors la fonction A f + g est intégrable sur 1.

Remarque. Ce théoréme a pour conséquence que I'’ensemble des fonctions intégrables sur I est un espace
vectoriel.

Théoréme

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, +ool.

Sif RN alors I'intégrabilité de f sur [a, +oo[ est équivalent a I'intégrabilité de g sur [a, +ool.
—1+00

t
Exemple5.11 Etudier la convergence des intégrales © f et@ f sin )

Théoréme
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, +ool.
Si|fl<|gl, alors 'intégrabilité de g sur [a, +oo[ implique a I'intégrabilité de f sur [a, +ool.

Théoreme
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, +ool.
Si f(?) = O(g(t)), alors I'intégrabilité de g sur [a, +oco[ implique a I'intégrabilité de f sur [a, +ool.
—+00

Remarque. En particulier, ce théoreme est valable si f(t) L= o(g(t).
—+00

. .y T In(?)
Exemple5.12 Etudier la convergence de l'intégrale f mdt
0

Théoreme

Si f une fonction continue et intégrable sur I et telle que f [ f(8)] dt =0, alors f estidentiquement nulle
I

sur I.
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5.4 Travaux dirigés

Exercice 5.1

1
dt
tIn(t)

+o00o +o00o ln t +00
1. Etudier la convergence des intégrales f Int dt; f e dt et f
1 1 e

tInt
2. Pour neN, on pose I, = [ —r dt. Montrer que I,, converge si seulement si n = 2. Calculer I,,, Vn = 2.
1

Exercice 5.2 (d'apres CCP)

e toosint
1. Montrer que l'intégrale I = —— dt est convergente.
0

*o0 gin(at)

7
2. On admet que I = 7 Soit a € R}, montrer que 'intégrale I(a) = f dt est convergente et déter-

0
miner sa valeur.

e +00 (gin )2 , .
3. Montrer que I'intégrale - dt est convergente et déterminer sa valeur.
0

Exercice 5.3 Transformée de Laplace

Soit f une fonction continue et bornée sur [0, +ool, a valeurs dans R ou dans C et p € R}. On note Z(f)(p) la
transformée de Laplace définie par :

+00
ff(f)(p)zfo f(re Pt dr

Montrer que Z(f)(p) est bien convergente.

d
On suppose de plus que f(0) = 0. Montrer que la transformée de Laplace de la fonction d—]; est égale a
pZL(f)(p).
Exercice 5.4 Un calcul de l'intégrale de Dirichlet

1
1+p?

1. Montrer que la transformée de Laplace de la fonction : x — sin x est la fonction : p —

+00 Sinx +00
2 -px —
2. Démontrer pour tout p €10, +oo[, que f e dx = f
p

2du.
0 X 1+u

3. En passant a la limite lorsque p tend vers 0 dans I’égalité précédente, déterminer la valeur de

+00 @i
SN x
f dx
0 X

appelée intégrale de Dirichlet.
Exercice 5.5 (d'apres Centrale-Supelec)

1. Déterminer I'unique solution f du systeme différentiel :

{ VieR, f'(t)-f(r)=e"(cost—2sint)
f=0

+00
2. Montrer que I = f f (1) dt est convergente et calculer I.
0
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Exercice 5.6 (d'apres CCP)

On considere la fonction f définie sur [-1,1[ par:

In(1-1)
- te[-1,0[u]0, 1]

1 t=0

fo=

On définit alors la fonction Dilogarithme sur [-1,1[ par :

L(x):—f ln(l—_”dr:f f(o)dr
0 4 0

1. Vérifier que L est bien définie et de classe €2 sur [-1,1][.

2. Déterminer L'(x), pour tout x € [-1,1].

n(1-¢
3. Démontrer que I'intégrale impropre f % d? est convergente.
0
(On pourra utiliser le changement de variableu=1-1.)

ln(1-19 2

T
Pour la suite de I'exercice, on admet que — f dr=LQ1) = %

0
1
4. Montrer que Vx € [-1,1[, L(x) + L(—x) = EL(xz).

(On pourra par exemple dériver les deux membres de l'égalité.)
En déduire la valeur de L(—1) en fonction de 7.

+00
5. Démontrer que I'intégrale impropre f ¥ 1 dx converge et calculer sa valeur en fonction de 7.
0

(On pourra poser t =1 — e ™)

Exercice 5.7

1. Soient a et b deux réels et f une fonction continue sur R vérifiant : f(a + b —x) = f(x), pour tout x € R.
b
Calculer f

a

2. Application. Calculer I = f —
o l+sinx

b
x f(x) dx en fonction de f f(x) dx.
a

T X

Exercice 5.8

1
Pour n €N, on pose : I, :f (1- tz)n dr.
0

1. Déterminer une expression de I, a I'aide de la formule du bindéme.
2. Déterminer une relation de récurrence liant I,, et I,,_; et en déduire la valeur de I, en fonction de n.

3. En déduire, a 'aide de la question 1., une formule sommatoire.
Exercice 5.9

1
Pour (1, p) € N* x N, on pose In'pzf x"(Inx)” dx.
0

1. Justifier I'existence de I, p, V(n, p) € N* x N.
2. Calculer I p.

Exercice 5.10

Calculer les intégrales suivantes :
I xInx 1 2
I= ———dx = f x(Arctanx)” dx
fo (x2 +1)? / 0 ( )
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Exercice 5.11 (d'aprés ESTP 1991)

+00
Pour tout entier n = 0 et tout réel x > 0, on pose Fj(x) = f e *sin™(¢) dt.
0

1. Montrer que cette intégrale généralisée converge.
2. Calculer Fy(x) et F;(x).

+00
3. En écrivant Fj(x) = f e “'sin® (1) sin(r) dr pour n = 2 et en utilisant I'intégration par parties, établir
0

la relation :
B nn-1)
Fu(x) = —n2 ) Fy_»(x)

En déduire les valeurs de F3(x) et F5(x).

4. Pour k et n entiers tels que 1 < k < n, on introduit les intégrales

+00 +00 Sil’ln t
1n’k=f 1, (0 dx Sn,sz k( ) der
0 0 t

On admet la convergence de ces intégrales, ainsi que la validité de I'interversion suivante des signes d’in-

tégration :
+00 +00 +00 +oo
f xk-1 (f e *sin™ (1) dt) dx =f sin” (1) (f e xk 1 dx| dr
0 0 0 0

Exprimer S,  au moyen de I, ;.. On distinguerales cas k=1 et k = 2.
*20 gin(t)

5. Calculer I'intégrale de Dirichlet : f dz.

0
6. Déterminer lesréels a, b, ¢, a, S ety tels que :

5x* _a b ¢ ot 20x3 _ax+ﬁx+yx
1+x2)9+x2)(25+x2) 1+x2 9+x2 25+x2 1+x2)9+x2)(25+x2) 1+x2 9+x2 25+x2

En déduire les rationnels A, B et C tels que S5 5 = An et S5 4 = BIn(3) + Cln(5).
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CHAPITRE O

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Ce chapitre a pour objectif d’introduire les notions fondamentales liées a la structure préhilbertienne d'un
espace vectoriel.

Cette structure tient donc son nom du mathématicien allemand David HILBERT, professeur a I'université de
Konigsberg, puis de Gottingen de 1895 a 1930. En 1900, au congres de Paris, HILBERT présente 23 problemes :
ce sont, selon lui, des pistes de recherche qui doivent guider les mathématiques pour le siécle qui s'ouvre. Ce
programme s’averera trés fécond et il est encore de nos jours a l'origine de nombreuses recherches.

Si, a la structure préhilbertienne d'un espace vectoriel, on ajoute la notion de complétude, alors on parle
d’espace de Hilbert ou espace hilbertien, dans lequel on peut appliquer les techniques d’analyse. Ces espaces
sont des outils indispensables dans les théories des équations aux dérivées partielles, de la mécanique quan-
tique, de I'analyse de Fourier et la théorie ergodique (introduite par le physicien Ludwig BOLTZMANN en 1871)
qui forme le fondement mathématique de la thermodynamique.

6.1 Produit scalaire et norme
Soit E un espace vectoriel sur R.

Définition 6.1 Soitg : Ex E — R uneapplication. On dit que ¢ est un produit scalaire sur E si ¢ est bilinéaire,
symétrique, positive et définie-positive. Plus précisément si :
@ ¢ estbilinéaire, soit si :
x lapplication x — @(x, y) est linéaire pour tout y de E;
x lapplication y — ¢(x, y) est linéaire pour tout x de E ;
@ @ estsymétrique, soit si: p(x,y) = p(y,x), V(x,y) € E?;
® ¢ estpositive, soitsi: @(x,x) =20, Vxe€ E;
@ ¢ estdéfinie-positive, soit si: @p(x,x) =0, © x=0.

Notations. Pour (x, y) € E, le produit scalaire est usuellement noté (x, y), (x|y) ou x- y.

Exemple6.1 SiE =R", on définit le produit scalaire canonique de la maniére suivante :
n
soitu=(x1,--+,xp) etv=(y1,-**,¥n), alors{u, vy = Z XiVi.
i=1

DansR3, on considereu = (1,1,1), v=(1,1,-2), w = (1,2,3); calculer (u, v), {u, w), {w, v).

Exemple6.2 SiE =<%([0,1],R) est I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1]; on peut définir un produit

1
scalaire en posant(f,g):f fg(ndte.
0
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Définition 6.2 Un R—espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel.
Un R—espace vectoriel de dimension finie muni d’'un produit scalaire est appelé espace euclidien.

Théoreme. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (:,-) un produit scalaire sur E, alors

Y(x,y) € B2, [{x, ) < /<%, )0, 1)

avec égalité si, et seulement si (x, y) est une famille liée.

Preuve6.1
1
Exemple6.3 Majorer f V't e' dt al'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comparer avec la majoration obte-

0
nue avec l'inégalité de la moyenne.

Définition 6.3 On appellenorme sur E, une application || | : E — R vérifiant :
@ positivité :VueE, |ul| =0;
@ inégalité triangulaire : V (i, v) € E?, |u+ v| < |ul + vl ;
@ positive homogénéité :Vue E, VAR, [[Aul = |Alllull;
@ séparation : |u[| =0 < u=0.
Théoreme et définition
Soit (-,-) un produit scalaire sur E, alors || u| = v/{u, u) est une norme sur E appelée norme associée au
produit scalaire

Preuve 6.2

3 ide = (L L ogg=L( - = .
Exemple6.4 DansR°, on considereu=(1,1,1), v= (\/E’ \/E’O) = \/i(l’ 1,0), w=(1,2,3); calculer |ul, v, lwll.
Exemple6.5 SiE = %€([0,1],R) est l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] ; la norme issue du produit

1
scalaire peut étre définie par: || f || = f (f(t))zdt. Calculer |lexpll et || In].
0

Définition 6.4 Soit (-, ) un produit scalaire sur E de norme associée | ||. On appelle distance associée au produit
scalaire l'applicationd : E x E — Ry définiepard(u,v) =llu—-vll=v{u—-v,u—v)

Exemple6.6 E = €([0,1],R); onnote f : t— el etg : t— 1+1t, le développement limité d'ordre 1 de f au
voisinage de 0. Calculer d(f, g).

~——— Théoréme d’Al-Kashi ~
Soit {-,-) un produit scalaire sur E de norme associée | ||. Alors, pour tout (x,y) € E> ona:

lx+ylI? = xlI1? +2¢x, y) + [ ylI?

L lx = ylI2 = llxl1? = 2¢x, y) + I yII2

—— Corollaire. Identité du parallélogramme

Soit (:,-) un produit scalaire sur E de norme associée | ||. Alors, pour tout (x, y) € E?ona:

o+ ylI? + 1l = ylI* = 2 (I xI1” + 1 y11%)

.

——— Corollaire. Identité de polarisation

Soit (:,-) un produit scalaire sur E de norme associée | ||. Alors, pour tout (x, y) € E?ona:
lx+yl2=lxIZ=1lyl* _ lIx+yl?=lx—-yl?

(x,y)= =

L 2 4

Remarque. Un espace vectoriel muni d’'une norme est un espace préhilbertien si, et seulement si la norme
vérifie I'identité du parallelogramme.

lx+ylI? = llx— ylI?

Dans ce cas, le produit scalaire est défini par I'identité de polarisation : (x, y) = 2

Il s’agit du théoréme de Fréchet-Von Neumann-Jordan, qui est hors programme.
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6.2 Orthogonalité

Définition 6.5 Soit () un produit scalaire sur E. Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si (x, y) = 0.

Exemple6.7 E =%([0,1],R); on note f : t— cos(nnt) etg : t— sin(nnt), oit n € N*; montrer que f et g sont
orthogonaux.

Théoréme de Pythagore
Soit (:,-) un produit scalaire sur E de norme associée || ||.

(X, =0 = lx+yl*=lxI*+lyl?

Définition 6.6 Soit (:,-) un produit scalaire sur E.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E ; F et G sont des sous-espaces orthogonaux si :

Yue FEVYveG, (u,v)y=0

Soient F un sous-espace vectoriel de E ; on appelle orthogonal de F, noté F*, 'ensemble de tous les vecteurs
orthogonaux a F, autrement dit :
Ft={u€eE, (u,v)=0, YveF}

Exemple6.8 E=R";onnoteu=(1,---,1) et F = Vect(u). Déterminer FL.

Théoreme
Un vecteur est orthogonal a un sous-espace vectoriel F de dimension finie si, et seulement si il est or-
thogonal a tous les vecteurs d'une base de F.

Preuve 6.3
Exemple6.9 E=R3;onnote F={u=(x,y,2), x+y+z=0}. Montrer que v = (1,1,1) est orthogonal a F.

Définition 6.7 Soit (-,-) un produit scalaire sur E.
® Une famille (ui)iel de vecteurs de E estorthogonale si : Vi # j, (u;,u;) =0.

Vi i (wus =0
@ Une famille (u;) ;1 de vecteurs de E est orthonormée ou orthonormale si : { E# ) (i up

Viel, lluill=1
1 -1 1
710 | L 1 1 ; ; 3
Exemple6.10 La famille \/g( i )’ﬁ( (1) )’\/6( 12) est une famille orthonormée de R°.

Théoréme
Toute famille orthogonale ou orthonormale de vecteurs non nuls est libre. ’

Preuve 6.4

Théoreme. Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (e1, ez, ..., e,) une famille libre d'un espace préhilbertien E. Alors il existe une famille orthonormale
(€1,€2,....€n) telle que Vect (ey, ez, ..., en) = Vect (€1, €2, ..., €x).

1
Exemple6.11 E =R,[X]; on définit le produit scalaire : ¥ (P,Q) € E?, (P,Q) :f P(HQ(1) dt.
0

Construire une base orthonormée de E a partir de la base canonique.
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Corollaire
Tout espace vectoriel euclidien ou tout sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilber-
tien possede une base orthonormée.
-

~——— Théoreme. Coordonnées d'un vecteur dans une base orthonormée ~
Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-,-) et d'une base orthonormée % = (ey, ez, ..., ey).
Soit u = (uy, Uy, ..., U, ), un vecteur de E. Alors :
B

L Vie[l,nl, u;={u,e;)

Exemple6.12 E = Ry[X]; une base orthonormée est By = (1, V32X —1),V5(6X> - 6X + 1)).
Donner les coordonnées de P = X? dans 2.

Théoréeme
Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-, -) et d’'une base orthonormée % = (el, e,..., en).
Soient u = (u1, Uz, ..., Un) 5 €t v = (v1, U2, ..., Uy) 5, deux vecteurs de E. Alors :

n n

2

(wovy=) uivi et lul=y/} u;
i=1 i=1

Exemple6.13 On reprend E = R, [X] de base canonique 9. = (1, X, X?)
et base orthonormée est By = (1,V3(2X —1),V5(6X? - 6X + 1)). Calculer la norme de P = X>.

Remarque. Dans un espace euclidien, siles coordonnées sont exprimées dans une base orthonormée, alors le
produit scalaire et la norme sont le produit scalaire euclidien canonique et la norme euclidienne canonique.

6.3 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Définition 6.8 Soit F est un sous-espace vectoriel d’'un espace préhilbertien E.
On appelle projection orthogonale sur F la projection sur F parallelement a F*.

~—— Théoréme N
Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de base orthonormale % = (e}, e,,...,ep) d'un
espace préhilbertien E. Soit x € E, alors le projeté orthogonal de x sur F est donné par :

|4
pE(x) =) (x,e;)e;
i=1

Théoreme
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien, alors F et F* sont sup-
plémentaires.

Preuve 6.5

Corollaire
Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien, alors dim F + dim F+ = dim E. ’

Théoréme
Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Soit x € E, le projeté
orthogonal de x sur F 'unique élément de F qui minimise || x — y|| avec y € F.

Définition 6.9 Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Soit x € E, on appelle distance de x a F le réel :

d(x,F) = r;l'lgl(llx—yll) =x—pr@l

€
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6.4 Travaux dirigés
Exercice 6.1

On se place dans E = .4, (R).
1. Montrer que I'application définie sur E x E par (A, B) = Tr(A" B) est un produit scalaire sur E.
n

Z aii

i=1

2. En déduire que : Y(a;;), jeq,n2»

3. On note .#,(R) le sous-espace vectoriel de E des matrices symétriques et o7, (R) celui des matrices antisy-
métriques. Montrer que %, (R) et </, (R) sont des supplémentaires orthogonaux.

4. Déterminer le projeté orthogonal d’'une matrice A sur .%,(R).
Exercice 6.2

1
Soit E = R[X]. On pose, pour tout (P,Q) € E?, on pose (P, Q) =f P(Q(r) dt.
-1

1. Montrer que ¢, ) est un produit scalaire sur E.

2. Trouver un polynéme de degré 1 orthogonal a X? + X +1.
3. Déterminer une base orthonormée de F = R, [X].
4

. Déterminer pp(X?), o1 pr(X3) désigne le projecteur orthogonal sur F.

Exercice 6.3

1
f Inte! dt‘.
0

Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer

Exercice 6.4

Onnote E = €([—a, al,R), 'ensemble des fonctions continues sur [—a, a], ou a € R et, pour f et g de E, on pose:

o= [ ng

1. Montrer que :|-) est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que le sous-espace vectoriel des fonctions paires de E et le sous-espace des fonctions impaires
de E sont des supplémentaires orthogonaux.

Exercice 6.5

X1+X2—X3— X4

1. Montrer que ’ensemble des solutions du systeme :
X1+3Xx2+Xx3— X4

0 est un sous-espace vec-

toriel F de R* de dimension 2.
2. Construire une base orthonormale (1, uy) de F.

3. Donner la matrice dans la base canonique (e, ez, e3, e4) de R* de la projection orthogonale sur F; puis
celle de la symétrie orthogonale par rapporta F.

4. Soit X =(1,1,1,-1) € R*; calculer d(X, F).
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Exercice 6.6

/A
On se place dans E = cto”([O,ﬂ], [R) muni du produit scalaire standard : (f, g) = f f()g(r) dt.
0

1.

2.

Soit F = Vect (¢ — cost, t— sin t). Déterminer une base orthonormale de F.
4

Déterminer alors  inf (t—acost—bsint)® dt.
(a,b)eR? Jo

Exercice 6.7 (D'apres Centrale-Supelec)

E =R[X].

1.

1
Soit 72 un entier positif ou nul. Montrer que lorsque ¢ — +oo, " e~ ' = 0 (ﬁ)

+o00o
En déduire que l'intégrale I, = f t"e~" dt est convergente.
0

Calculer I, pour n=0,1,...,8.

+00
. On considere 'application ¢ définie sur E x E par ¢(P,Q) = f P(HQ(r)e ! dt, ot P et Q sont deux
0

éléments de E.

Montrer que pour tous polynoémes P et Q cette intégrale est bien convergente.

Montrer que ¢ est un produit scalaire.

On suppose désormais que E est muni de ce produit scalaire et on pose @ (P, Q) = (B, Q).

On considere F = Vect(Py, P1, P2) avec Py =1, P = X et P, = X°.

Construire une base orthonormale de F pour le produit scalaire défini précédemment a partir de la fa-
mille (Py, P1, P2).

. Déterminer la projection orthogonale du polynéme P3 défini par P3(X) = X3 sur F.

+00

. Déterminer pour quelles valeurs de a, b, ¢, 'expression f e ! (t3 —at®*—br- 0)2 dt est minimale.

0
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CHAPITRE [

ISOMETRIES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Dans tout le chapitre E désigne un espace vectoriel euclidien, muni du produit scalaire (-,-), de norme
associée || - ||.

7.1 Isométries vectorielles d'un espace euclidien
Définition 7.1 Un endomorphisme f d’'un espace euclidien est une isométrie vectorielle s’il conserve la norme:

VueE, [fl=lul

Théoréme
Un endomorphisme f de E est une isométrie vectorielle si, et seulement s’il conserve le produit scalaire :

Y(u,v)€ B, (f(w), f(v)) = (u,v)

Preuve7.1
Définition 7.2 Un endomorphisme qui conserve le produit scalaire est appelé endomorphisme orthogonal

Exemple7.1 © Quel que soit l'espace euclidien E, Idp et —1dg sont des endomorphismes orthogonausx.

1
@ On pose E = 6([0,1],R), muni du produit scalaire : (f, g) :[ fHg(nde.
0

On considere ¢ : ? : 5(f) , oL (f) est définie par (f() = f1-1).

Montrer que @ est un endomorphisme orthogonal.
Remarques. Il est donc équivalent de dire qu'un endomorphisme est orthogonal et que cet endomorphisme
est une isométrie vectorielle.

Soit f un endomorphisme orthogonal; alors les seules valeurs propres de f sont —1 ou 1.

Preuve 7.2

Théoreme
Un endomorphisme orthogonal est bijectif; donc est un automorphisme.

Preuve 7.3
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Théoreme
Soit f un endomorphisme de E.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

@ f estune isométrie vectorielle de E, ou un endomorphisme orthogonal de E;
@ l'image par f d’'une base orthonormée de E est une base orthonormée de E;
® l'image par f de toute base orthonormée de E est une base orthonormée de E.

Preuve7.4

Définition 7.3 Soit F un sous-espace vectoriel de E, on note F* 'orthogonal de F. On rappelle que E = F ® F*.
On appelle symétrie orthogonale par rapport a F, la symétrie vectorielle par rapport a F et parallelement a
F+.
On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.

Exemple7.2 Soit E = 4, ([R), muni du produit scalaire : (A, B) = Tr(A"B).
On pose F l'espace vectoriel des matrices symétriques, alors F* est I'ensemble des matrices antisymétriques.
Déterminer la symétrie orthogonale s par rapport a F.

Théoréme
Lensemble des endomorphismes orthogonaux de E muni de la composition des applications est un
groupe, noté O(E) et appelé groupe orthogonal

Remarque. Un ensemble est un groupe si :
@ il contient I’élément neutre;
@ il est stable par composition;
@ tout élément de cet ensemble est inversible.

Théoréme
Si F est un sous-espace stable par une isométrie vectorielle, alors son orthogonal est également stable
par cette isométrie.

7.2 Matrices orthogonales

Définition 7.4 Une matrice A € 4, (R) est orthogonale si : ATA=1,.
Lensemble des matrices orthogonales de 4, (R) est un groupe, noté O, (R) ou O(n), et est appelé groupe or-
thogonal d’ordre n

1 -2 -2
1
Exemple7.3 Soit A= 3 -2 1 =2|; montrer que A est orthogonale.
-2 -2 1
Théoréme

Une matrice est orthogonale si et seulement si les vecteurs colonnes de la matrice forment une base
orthonormée, ou, si et seulement si les vecteurs lignes forment une base orthonormée.

010
Exemple7.4 Sans calcul, en appliquant le résultat précédent, on voit que la matrice |0 0 1| est orthogonale.
1 00

Remarques. A Une matrice construite avec une base orthonormale est une matrice othogonale.
Si une matrice est orthogonale, alors sa transposée I'est aussi.
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7.3 Classification en dimension 2 ou 3 CHAPITRE 7 : Isométries d’un espace euclidien

Corollaire
Soit %, une base orthonormale de E. Une base 4 de E est orthonormale si, et seulement si la matrice de
passage de %, a B est orthogonale.

Corollaire
Soit %, une base orthonormale de E et # un endomorphisme de E. Alors u est une isométrie vectorielle
si, et seulement si Matg, (1) est orthogonale.

X y
Exemple 7.5 Soit l'endomorphisme f deR3, ( ¥ ) — ( z ) Montrer que | est une isométrie vectorielle.
z X

Corollaire
Le déterminant d'une matrice orthogonale est égal a —1 ou 1. De méme, le déterminant d'une isométrie
vectorielle est égal a —1 ou 1.

Définition 7.5 Une isométrie de déterminant égal a 1 est appelée isométrie vectorielle positive (directe) ; une
isométrie de déterminant égal a —1 est appelée isométrie vectorielle négative (indirecte).

Lensemble des isométries vectorielles positives est noté SO(E), et est appelé groupe spécial orthogonal.

De méme, 'ensemble des matrices orthogonales de 4(;,(R) de déterminant égal a 1 est noté SO, (R) ou SO(n).

Définition 7.6 Une base orthonormale de E de déterminant égal a 1 est appelée base orthonormale directe.
Cette base donne une orientation de l'espace E. On dit alors que Uespace euclidien E est orienté.

1 -2 -2
Exemple7.6 o det(A) = 77 -2 1 =2|{= Z(l —8-8-4-4-4) = -1, donc l'endomorphisme canoniquement
-2 =2 1
associé a A est une isométrie indirecte.
01 0
edet(f)=|0 0 1|=1;doncf estuneisométrie directe.
1 0 0

7.3 Classification en dimension 2 ou 3

7.3.1 Classification des isométries en dimension 2

~—— Théoreme
Soit f une isométrie vectorielle de R?. Alors il existe 0 € R tel que la matrice de f dans toute base ortho-
normeée (ej, e;) soit de la forme :

cosf —sinf
sinf@ cosO

R(0) =(

) ou S(Q)Z(COSQ smH)

sin@ —cos6@

R(0) est la matrice de la rotation vectorielle de centre O et d’angle 8; S(0) est la matrice de la symétrie
\orthogonale (réflexion) par rapport a A = Ker(f —idg) et telle que (e;, A) = g.

/)

Preuve .5

vz )

Remarque. La rotation d’angle 0 (identité) admet la valeur propre double égale a 1; la rotation d’angle 7 admet

la valeur propre double égale a —1; dans les autres cas, la rotation n’admet pas de valeur propre réelle.
La symétrie orthogonale admet deux valeurs propres simples égales a 1 et a —1. Elle est donc diagonalisable.

Exemple 7.7 Reconnaitre 'endomorphisme associé a A =

Preuve 7.6
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CHAPITRE 7 : Isométries d’un espace euclidien 7.4 Matrices symétriques réelles

7.3.

Mét

2 Classification des isométries en dimension 3

— Théoréme
Soit u une isométrie vectorielle de R3. Alors il existe 6 € R tel que la matrice de u dans une base ortho-
normée soit de la forme :

1 0 0 -1 0 0
R@O)=|0 cosO -—sinf ou SR@)=| 0 cosO -sinf
0 sinf cosf 0 sinf cosf

R(0) est la matrice de la rotation vectorielle d’axe Ker(u —idg) et d’angle 6; SR(0) est la matrice de la
\composée d’une rotation d’angle 0 et d'une symétrie orthogonale par rapport a un plan (réflexion).

hode. Pour déterminer la nature d'une isométrie vectorielle f en dimension 3 a partir de sa matrice :
@ on vérifie que la matrice est orthogonale;
@ on calcule le déterminant :
* s'il est égal a 1:il s’agit d'une rotation;
 l'axe de la rotation est donné par Ker(f —idg) = Vect(u), ou u est de norme 1;
e cos0 est obtenue a partir de la trace de la matrice égale a 1 +2cos0;
« sinf est donné par det(u, v, f(v)), ol v est un vecteur de norme 1 et orthogonal a u.
* s'il est égal a —1: il s’agit de la composée d'une rotation et d'une réflexion;
 l'axe de la rotation est donné par Ker(f +idg) = Vect(u), ol u est de norme 1;
e cos0 est obtenue a partir de la trace de la matrice égale a —1 +2cos0;
» sinf est donné par det(u, v, f(v)), ol v est un vecteur de norme 1 et orthogonal & u.

01 0 1 -2 -2
1
Exemple7.8 Reconnaitre les endomorphismes associésa A={0 0 1|etB=—-|-2 1 =2
1 00 -2 -2 1

7.4

Matrices symétriques réelles

Définition 7.7 Une matrice A € M, (R) est une matrice symétrique réelle si : AT = A,

Théoréme
Les sous-espaces propres d'une matrice symétrique réelle sont deux a deux orthogonaux.

—— Théoréme spectral
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Au-
trement dit, pour toute matrice symétrique réelle A4, il existe une une matrice diagonale D et une matrice
orthogonale P telles que

D=P 'AP=PTAP

=

a b b

Exemple7.9 Diagonaliser la matrice A=|b a b | dans une base orthonormée.

b b a
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7.5 Travaux dirigés
Exercice 7.1

Onnote E = €([—a, al,R), 'ensemble des fonctions continues sur [—a, a], ou a € Ret, pour f et g de E, on pose:

(flg) = _afg

1. Montrer que (:|-) est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que le sous-espace vectoriel F des fonctions paires de E et le sous-espace vectoriel G des fonc-
tions impaires de E sont des supplémentaires orthogonaux.

3. Déterminer la symétrie orthogonale par rapport a F.
Exercice 7.2 D’apres CCP

Dans I'espace vectoriel R?, on note ( | ) le produit scalaire et A le produit vectoriel. Soit % un vecteur unitaire
(C’est-a-dire de norme 1) de R3 et f I'application définie par :

— — 1 — —_— —\ — — —
VX €R3,f(x)=§(x+(x|u)u+ 3u/\x)

—

. Vérifier que f est un endomorphisme de R3.

\S)

. Expliquer comment compléter 1 en % = (1, v, w), une base orthonormée directe de R>.

w

. Préciser la matrice de f dans la base 8. Reconnaitre alors f.

W~

- 1 . . .
. On suppose désormais que u = ﬁ (1,1,1). Préciser la matrice de f dans la base canonique de R3.

Exercice 7.3

Soit E I'espace vectoriel euclidien R3, orienté et muni d’'une base orthonormée % = (i, J, k).
Soit f € Z(E) dont la matrice dans la base 28 est :

) 1 —v2 1
A=3 V2.0 —V2
1 V2 1

1. Former une base orthonormée directe 8’ = (u, v, w) telle que v et w appartiennent au plan vectoriel P
d’équation : x + z = 0.
2. Former la matrice de f dans la base %4’.

3. Reconnaitre alors f.
Exercice 7.4

Pour chaque matrice, déterminer les éléments caractéristiques de I'endomorphisme © de R® canoniquement
associé :

0 01 1 7 4 4 1 -8 4 1
A=l -1 0 O B:—§ -4 8 -1 C:—§ 4 7 4
0 1 0 4 1 -8 1 4 -8
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Exercice 7.5

Dans cet exercice on considére I'espace vectoriel E = R%, muni du produit scalaire canonique et de la base
canonique, orthonormée directe (O, i, j, k).
Les trois questions sont indépendantes.

7
1. Déterminer la matrice A danslabase canonique delarotation r d’angle 3 autour de !’axe dirigé et orienté

1

para=(1).
1

2. Déterminer la matrice B dans la base canonique de la réflexion s par rapport au plan d’équation
X+y+z=0
3. Déterminer les éléments caractéristiques de la rotation r telle que
r(i+])=i+2j+ketr(i-j+k)=i-j+k

Exercice 7.6

a b b
SoitA=| b a b
b b a

1. Pour quels a,b de R, a-t-on A€ O(R)?

2. Préciser alors la nature et les éléments caractéristiques de 'endomorphisme associé.

Exercice 7.7 D’apres Centrale-Supelec

a b
Soient a, b et ¢ trois réels et M la matrice| ¢ a
b ¢

Q T o

1. Développer (X —a)(X — b)(X —¢).
2. Prouver que M est la matrice d'une rotation si, et seulement si, a, b et ¢ sont les trois racines d'un poly-

4
nome de la forme X3 — X2 + k, avec k € |0, E]
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CHAPITRE 8

SERIES NUMERIQUES

Lutilisation de sommes infinies apparait dés I’Antiquité avec ARCHIMEDE pour des calculs d’aires et de
volumes.

Une manipulation rigoureuse du concept de série est étroitement liée a la notion de limite. Une absence de
définition précise conduira a deux nombreuses interrogations, a I’exemple des paradoxes de ZENON.

11 faut attendre le XVII® siecle, pour voir se développer I'étude des séries en lien avec le développement du
calcul différentiel et intégral. En 1715, Brook TAYLOR, en donnant la construction des séries qui portent son
nom, renforce ce lien, sans toutefois se préoccuper de la convergence. Quelques années plus tard, I'importance
de ce développement est mis en valeur par Joseph LAGRANGE qui développe une théorie générale des séries
entiéres, qui s’apparente a ce qu’'on appelle aujourd’hui les développement limités.

Enfin, au début du XIX® siecle, soucieux de rigueur, Louis-Augustin CAUCHY, établit une définition précise
de la notion de limite et de convergence d’'une série.

8.1 Généralités
8.1.1 Convergence d’'une série numérique
Définition 8.1 Soit (u”)nel\l une suite de nombres réels ou complexes.

N
Soit N € N, on appelle somme partielle d’ordre N la somme : Sy = Z Up.
n=0
On appelle alors série de terme général u,, et on note Z uy la suite (Sy) Nen des sommes partielles.

Si la suite des sommes partielles admet une limite finie, alors on dit que la série converge; cette limite s'ap-

+00
pelle alors lasomme de la série gue 'on note Z un. On a donc, lorsque la limite existe est est finie :
n=0
+00 N
Z U, = lim Z Uy
n=0 N—+00 ;5

+00 +00
Lereste d’ordre N est alors défini par : Ry = Z Uy, etona: Z U, =Sny+Rpn.
n=N+1 n=0

Si la suite des sommes partielles wadmet pas de limite ou une limite infinie, alors on dit que la série diverge.

Remarques
@ Lasérie Z u, est une suite; donc peut converger ou non. En particulier, on peut parler de la série, méme
en cas de divergence.
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CHAPITRE 8 : Séries numériques 8.1 Généralités

+00
La somme dela série Z un estlalimite, si elle existe, de la série. A On ne peut donc pas manipuler
n=0
la somme d’une série en cas de divergence.
@ Sila suite de nombre (u,) est définie a partir de nyg, la série s’écrit Z un et, en cas de convergence, la
nz=ny
+00
somme de cette série s’écrit Z Up.
n=ny

Théoréme. Condition nécessaire de convergence
Le terme général d'une série convergente tend vers 0.
Sile terme général ne tend pas vers 0, alors la série diverge grossierement.

Preuve 8.1

Remarque A Pour qu’une série }_ u, converge, il est donc nécessaire que lilP u, = 0; mais cette condi-
n—+oo
tion n'est pas suffisante.
Exemple 8.1 o La série Z(— 1)" diverge grossiérement.
. . . 1 . 1 .
e La série harmonique est la série de terme général —, c’est-a-dire Z —. Le terme général de cette série tend
n

n=1
vers 0, mais nous verrons dans l'exemple 8 que cette série diverge.

8.1.2 Calcul de la somme d’'une série

Définition 8.2 Soit g # 1, un réel ou un complexe. On appelle série géométrique la série)_ q".
Théoreme. Série géométrique

N 1— qN+l
® La somme partielle d'une série géométrique est : Z q" = T
=0 -q
" +00 1
@ La série géométrique converge < |g| < 1, et dans ce cas la somme de la série est Z q" = -
n=0 -4q
Exemple 8.2 Calculerz q" dans le cas oit g = %, puis dans le cas ot q = % + %i.
Remarque. Imaginons un nombre N constitué d'une infinité de chiffres tous égaux a 9.
On pourrait écrire N = ---999 999 999. Imaginez alors le résultat de 'opération N + 1.
+00
Ce nombre pourrait aussi s'écrire N = 9+90+900+9000+--- =9 x ) 10"; comme 10 > 1, la série géomé-
n=0

trique est divergente; et pourtant... si on applique le résultat du théoréme, on aurait N =9 x

=-1, ce qui

est cohérent avec le résultat de I'addition N+1 v

Théoréme. Télescopage
Soit (1) une suite de nombre réels ou complexes; alors VN € N :
N

Y (tne1 — un) = un+1 — Uo
n=0

Théoréeme
Une suite (u,) est une suite convergente si, et seulement la série des différences }_ (un+1 - un) est une
série convergente.

Preuve 8.2

1
Exemple 8.3 Montrer que la série Z ——— converge et calculer sa somme.
s h(n+1)
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8.1.3 Linéarité des séries convergentes

Théoreme
Soient )" u, et )} v, deux séries convergentes et A € K un scalaire (K =R ou C).
+00 +00 +00
@ Lasérie ¥ (uy + vy,) est convergente de somme: Y (up+vy) = ) Un+ Y Un.
n=0 n=0 n=0
+00 +o00
@ La série Y Au, est convergente de somme : Z Aup=A71 Z U.
n=0 n=0

8.2 Séries a termes positifs

Définition 8.3 on dit qu'une série)_ u, est une série a termes positifs si u, =0, VneN.

Théoréeme
Une série a termes positifs converge si, et seulement si la suite des ses sommes partielles est majorée.

Preuve 8.3

Théoréme. Criteres de comparaison
Soient )" u, et Y_ v, deux séries a termes positifs, telles que u, < v,, Vn € N ou telles que u, = o(vy).

@ SiY v, estune série convergente, alors )_ u, est également convergente et,
+00 +00
danslecasou u, <v,, VneN,ona: Z Uy < Z Uy.
n=0 n=0

@ SiY u, estune série divergente, alors ) v, est également une série divergente.

Inn\"
Exemple 8.4 Etudier la convergence de la série Z (—) .
n=1\ 1

Théoreéme. Critere d’équivalence
Soient )" u, et ) v, deux séries a termes positifs, telles que u;, ~ vy,.

Alors, la convergence de la série ) u,, est équivalente a la convergence de la série }_ v,,.
On dit que les séries )" u, et }_ v, sont de méme nature.

1 1
Exemple8.5 Etudier la convergence des séries ) oian & > 1
n n

Remarque. A Le critere d’équivalence n’est valable que pour des séries a termes positifs. Il est possible
de créer deux suites (u,) et (v,) équivalentes telles que Z u, converge et Z v, diverge.

Théoréme. Regle de d’Alembert
=leR.

. L s e . n+1
Soit }° u; une série a termes positifs non nuls telle que lim
n—+oo U,

® Si¢ <1, alorslasérie ) u; converge.
@ Si ¢ > 1, alors la série }_ u;,, diverge grossierement.
® Si ¢ =1, alors on ne peut pas conclure.

1 1 n!
Exemple 8.6 Etudier la convergence des séries Z o ; Z — etz —
n=1" n
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Remarque. La regle de d’Alembert est aussi appelée régle comparaison a une série géométrique.

Théoréeme. Comparaison séries-intégrales
Soit f : [ng, +oo[— R une fonction continue positive et décroissante.

+0o0
Alors la série Y f(n) et 'intégrale f(t) dt sont de la méme nature. De plus :
o +00 +00
f(t)dtsRst fde
N+1 N
+00
Onrappelle que Ry = ) f(n); cet encadrement peut s'illustrer comme suit :
n=N+1
: N N+1 N+2 :

1
Exemple 8.7 © Etudier la convergence de Z —.

n=1

@ Donner un encadrement du reste d’ordre N de la série Z m
nn

Corollaire. Séries de Riemann
Soit a € R.

. . 1
La série de Riemann Z — converge < a>1
n

In(n)
2

Exemple 8.8 Etudier la convergence de la série Z
n=1

8.3 Séries absolument convergentes

Définition 8.4 Une série ) u, a termes réels ou complexes est absolument convergente si la série Y |u,| est
convergente.

Théoreme
@ Toute série absolument convergente est convergente. Dans ce cas, on a:
+00 +00
@ Inégalité triangulaire : Z Up| < ) lugl.
n=0 n=0

sin(n -n"
Exemple 8.9 Etudier la convergence des séries Zl n(z ) et Zl u
nz n=z
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8.4 Séries alternées

Une série ) u, de nombres réels est une série alternée si 1,1 et de signe opposé a u,, pour tout n € N.

Exemple8.10 La série. %n"”) est une série alternée.

Théoreme. Critere des séries alternées
Soit (1) une suite de nombres réels positifs et décroissant vers 0. Alors :
@ la série alternée Y (—1)"u, est convergente;
@ Ry estdusigne de uy+ et |Ryl < |uns1l-

Preuve 8.4

—1 n
Exemple8.11 Etudier la convergence de la série Z =D .
n=1 N
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8.5 Travaux dirigés

Exercice 8.1

Déterminer la nature et la somme éventuelle des séries dont le terme général est :

1 1\" 9
an=— ,; bp= ;o en=|—-= ; dp= —————
57 2n+1 3 Bn+1)(3n+4)
. 1
1 Sm(ﬂ(ﬂﬂ)) n+1
en=In{1-—1,n=22 ; fp=—"F——-n=1; gn=—F+r
n COS 5, COS =7 n!

Exercice 8.2

1. On considere la série ) )
ws»nlnn

1
(a) Etudier les variations de la fonction f : t— —— sur l'intervalle [2, +ool.

tint
1
(b) En déduire la nature de la série ) .
S nlnn

In(n)
5

2. Désormais, on considere la série Z
n=2

. L . In¢ ..
(a) Etudier les variations de la fonction g : t— = sur 'intervalle [2, +oo].

TInt
(b) Calculer f lzdt.
2 T

In(n)
2

(c) En déduire que la série Z

n=2

converge. On note alors S la somme de cette série et Ry le reste

d’ordre N.
1+In(N+1) 1+InN

d) Démontrer que ———— < Ry <
(d) q N+1 N

(e) En déduire une valeur de Nj telle que la somme partielle Sy, donne une valeur approchée de S a
107° pres.
Exercice 8.3
too 1 2
On admet que ) 5=
n=1

/4
5
- 1
Montrer que la série Z ——— converge et calculer sa somme.
(2n+1)?

Exercice 8.4

Déterminer la nature des séries suivantes :

S (st o) s 2oy

n
=1 n n+l

Exercice 8.5

n
On considere la suite (u;),>1 de terme général u;, = Z — —In(n).
i1k
1. Déterminer la nature de la série de terme général a,, = u, — u,—;, pour n = 2.

2. Montrer alors que la suite () ,>1 converge. Sa limite est la constante d’Euler, notée .
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CHAPITRE 9

SERIES ENTIERES

9.1 Convergence d’une série entiere

Définition 9.1 On appelle série entiére de la variable réelle ou complexe z, une série de terme général a,z", ol
(an) nen €St une suites de réels ou de complexes. Une série entiére est donc une série de fonctions définie par :
S(@) =) apz"

neN

Exemple9.1 Y z" est une série entiere avec a,, = 1, Vn € N; on reconnait une série ggométrique, donc elle converge
pour tout z vérifiant |z| < 1 et dans ce cas vaut ﬁ
Y nz'" est également une série entiere avec a, = n, Vn €N, dont ne sait pas étudier la convergence, ni calculer
la valeur pour le moment.

Théoréme. Lemme d’Abel
Soit un réel r > 0 tel que la suite (a,r") est bornée, alors, pour tout complexe z tel que |z| < r, la série
Z anz" est absolument convergente.

Preuve9.1
Définition 9.2 On appelle rayon de convergence d’une série entiere, la borne supérieure de l'ensemble des réels
r = 0 tels que la suite (a,r") est bornée. Si on note R le rayon de convergence, on a :

R=sup{reRy, (anr") est bornée}

R e Ry U{+00}; un rayon de convergence peut éventuellement étre nul, ou infini.

Exemple9.2 Déterminer le rayon de convergence de la série’)_ %’:

Théoréeme. Conséquence du lemme d’Abel

Sile rayon R d’une série entiere Z anz" est strictement positif, alors :
@ Pour tout z € C, tel que |z| < R, la série )_ a,z" est absolument convergente.

@ Pour tout z € C, tel que |z| > R, la série Z anz" est grossierement divergente

Remarque. Ce théoreme permet de redéfinir le rayon de convergence R d’une série entiére :
R =sup{|zl|, pour z€C, Z anz" converge absolument}
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CHAPITRE 9 : Séries entiéres 9.2 Somme d’une série entiére d’'une variable réelle.

Exemple 9.3 D’'apres ce théoreme, on en déduit que la série ) z" a un rayon de convergence égal a 1.
, . s . n n
Déterminer le rayon de convergence des séries ) nz" ;. 3§—n ety %

Définition 9.3 Soitz anz" une série entiere de rayon de convergence R € R*.
o On appelle disque ouvert de convergence dans C, le disque ouvert de centre O et de rayon R :
{z€C, |zI <R}

¢ On appelle intervalle ouvert de convergence dansR, l'intervalle] — R, R[= {x eER,|x| < R}.

Remarques. @ Si R = +oo le disque ouvert de convergence est le plan complexe tout entier et I'intervalle ouvert
de convergence est R tout entier.

@ La série entiere réelle ) %ﬂ admet comme rayon de convergence R = 1; donc l'intervalle ouvert de conver-
gence est ] — 1,1[. Que se passe t-il aux bords? Pour x = 1, on sait que la série Z% est la série harmonique di-
vergente, mais pour x = —1; on a montré que la série }_ (—’11)" converge. En général on ne peut rien dire de la
convergence de la série aux bords du domaine ouvert de convergence.

Théoreme.
Soient (a,) et (by) deux suites de réels ou de complexes telles que |a,| < |by,| pour tout n € N. Alors les
rayons de convergence R, et R, des séries entieres Z a,z" et Z b, z" vérifient: R, = R,

Preuve 9.2

Exemple9.4 Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z In(n)z".
n=1

Théoréme.
Soient (ay) et (b,) deux suites de réels ou de complexes telles que |ay| ~ |b,| pour tout n € N. Alors les
rayons de convergence des séries entieres )_a,z" et )_b,z" sont égaux.

Preuve 9.3

1
Exemple 9.5 Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z nin|1+—|z".
n

n=1

Théoréme.
Les séries entieres Z a,z" et Z na,z" ont méme rayon de convergence.

Exemple 9.6 On retrouve ainsi, le fait que la série)_ nz" a un rayon égala 1.

9.2 Somme d’une série entiere d'une variable réelle.

Définition 9.4 Soitz anx" une série entiére de rayon de convergence R # 0.

On définit la fonction somme de la série entiére par :
1-R,R[—R

f . +00
Cox— ) apx”
n=0

Exemple9.7 On consideére la série. 3’2‘—: ;onavuqueR =2; on peut donc définir la fonction somme f sur]-2,2[.
+00 x}’l +00 x\n 1 6
Pour x€]—2,2[, onadonc f(x) = 3—:32(—) =3x = =—.
= ton T = 1-3 2-x
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9.3 Fonctions développables en série entiére CHAPITRE 9 : Séries entiéres

Remarque. Dans certaines situations, il ne sera pas possible d’exprimer la fonction somme a 'aide des fonc-
tions usuelles.

Théoreme.
La fonction somme d'une série entiere est continue sur l'intervalle ouvert de convergence.

Théoréme. Dérivation terme a terme
Soit Z anx" une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors la fonction somme f est de classe
¢ sur]—R,R[et,pourtout x€]—R,R[ona:

+00 1
flx) =) na,x"~
n=1

=

Exemple 9.8 Définir et exprimer la somme de la série entiere ) nx".

Théoréme. Intégration terme a terme

Soit Z anx" une série entiére de rayon de convergence R # 0. Alors la fonction somme f est continue

sur ] — R, R[ et la primitive de f qui s’annule en 0 est donnée, pour tout x €] — R, R[, par:
+00

_[” _ An_  n+1
F(x)—fo f(t)dt_zn+1x

n=0

n

z. . . 2. LN x
Exemple9.9 Définir et exprimer la somme de la série entiere Z —.
n
n=1

Remarque. Les fonctions dérivées et primitives d'une fonction somme d’'une série entiere ont le méme rayon
de convergence que la série entiére.

9.3 Fonctions développables en série entiére

Définition 9.5 Soit f : R — R une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f est développable en série
entiere au voisinage de 0 (DSE) s'il existe une série entiere )_a,x" de rayon de convergence R > 0, telle que

+00
fx)=) aux",Vxel-R,R[

n=0

Théoréme
Soit f une fonction développable en série entiére au voisinage de 0. Alors f est de classe € au voisinage
de 0 et les ccefficients a, sont donnés par la série de Taylor :

+00 (n) 0
flx)= Z f—‘()x”
n=0 n:

X
Exemple 9.10 On considére la fonction définie par f(x) = e* f e " dt. On ne peut pas exprimer [ a laide de

0
fonctions usuelles par les techniques classiques, mais nous allons essayer de montrer que f est développable en
série entiere. Pour cela, nous allons montrer que f est solution d’'une équation différentielle d’ordre 1.

Remarques.
@ Ce théoreme démontre que si le développement en série entiére existe, alors celui-ci est unique.

@ A Si une fonction est développable en série entiere, alors elle est de classe € au voisinage de 0;
mais la réciproque est fausse. Il existe des fonctions de classe ¢ au voisinage de 0 dont le développe-
ment en série entiere a un rayon nul.
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CHAPITRE 9 : Séries entiéres 9.3 Fonctions développables en série entiére

1l existe également des fonctions de classe € sur R dont la série de Taylor admet sur R une somme diffé-

rente de f.
En 1823, comme exemple de ce cas de figure, CAUCHY propose la fonction :

0 six=0
1
e 2 six#0

f:lR—»lR,x-—»f(x):{

Comme liII(l) (—%) = —oo;0na lirr(l) f(x)=0= f(0), et on en déduit que f est continue en 0.
X— X—

De plus, f est dérivable sur R*, comme composée de telles fonctions, et f’(x) = % e_x%. Par prépondérance,
on démontre que }Ci_r% f'(x) =0, et, par le théoréme de la limite de la dérivée, on prouve que f et de classe €'
sur R et que f'(0) = 0.

De méme, par récurrence, on démontre que f est de classe € etque VrneN, f M 0) = 0.

La fonction f est donc de classe € sur R, de série de Taylor nulle, et est donc différente de sa série de
Taylor pour tout x # 0.

~——— Développements en série entiére usuels ~
Fonction f D¢ DSE Rayon | Intervalle de validité
1 +00
— R~{1} Y x'=l4x+xF x4 1 1-1,1]
I-x n=0
oo (_1)n+l 2 13
In(1+ x) -1, 400[ XM=x-=—+ =4 1 1-1,1]
=1 n 2 3
+too 1 x2 x3
e’ R Y —xt=l4xt ot 00 R
—o 1! 2! 3!
n=0
oo (1) x2 x4
cos(x) R Z( ) =1+ 4. 0 R
=0 2n)! 2 4
+00 —1" x3 x5
sin(x) R ZLx2"+1=x——+—+~- 00 R
= 2n+1) 6 5
La@-1)-(a-n+1
1+x% aeR | ]-1,+00] 1+ ) Gl b 1 ]-1,1
n=1 n!
N J
1"
Exemple9.11 Donner le rayon de convergence et reconnaitre la somme de la sériez ( n') x*",
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9.4 Exponentielle complexe CHAPITRE 9 : Séries entiéres

9.4 Exponentielle complexe
Définition 9.6 Soit z = x + iy un nombre complexe. Lexponentielle du complexe z est défini par :

exp(z) = e* =e*(cos(y) + isin(y))

Théoreme
PourtoutzeC,ona:

+00 Zn

ef=) —

n=0 "

n!
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CHAPITRE 9 : Séries entiéres 9.5 Travaux dirigés

9.5 Travaux dirigés
Exercice 9.1

On considere une série entiere Z anz". On sait qu’elle converge pour z = 5i et qu’elle diverge pour z = 4 + 3i.
Que peut-on dire de son rayon de convergence?

Exercice 9.2
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

Eim(iet)er gV

n2+1

Exercice 9.3

Donner le développement en série entiére et le rayon de convergence des fonctions suivantes :

— 5 h(x) = cos* x
—X“+x+2

1+x
=In| —— ; =
fx) n(2 x) g(x)
Exercice 9.4

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série de terme général :

ek
C n2+3n+2

n
an=— ; b,=n*+3n+1 ; ¢,
n!

Exercice 9.5
0 1 1
SoitA=| -2 1 1
-2 1 3
la somme de la série entiere Z a,z".

. Pour tout entier naturel n, on pose a,, = Tr(A"). Déterminer le rayon de convergence et

Exercice 9.6 (D'aprés CCP)

1. Donner le développement en série entiere de la fonction x — In(1 + x), puis de la fonction x — In(1 — x).

+00
2. OnposeVn=2, a, = e Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z anx”.
n(n-— n=2
+00
3. Pour x €] — R, R[, on pose f(x) = Z anx". Bxprimer f(x) al’aide des fonctions usuelles et montrer que f
n=2

est prolongeable par continuité en —R et en R.
+00 +00

4. Justifier la convergence, puis calculer la somme des séries Z a, et Z -D"a,.
n=2 n=2

Exercice 9.7

Montrer que la fonction f : x — (Arcsinx)2 est solution d'un probleme de Cauchy a déterminer. En déduire que
f est développable en série entiére autour de 0.
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9.5 Travaux dirigés CHAPITRE 9 : Séries entiéres

Exercice 9.8 (D'aprés CCP)

1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction x — ! et en préciser le rayon de conver-

+x?
+00 (_l)l’l
gence. En déduire que, pour tout x €] — 1, 1[, Arctan(x) = Z e
n=02n+1

V3 s & ="
2. Calculer la valeur exacte de Arctan | — |. En déduire que : 7 = 2v/3 Z S —
3 =y 2n+1)3"

2n+1

n -1 k
3. Pour tout entier naturel n, on note S,, = 2V3 Z (—)k
=0 k+1)3
2V3

(2n+3)3n+1’
(b) Programmer une fonction rang(p) d’argument un entier p et qui retourne le plus petit entier N tel

2V3
ue tel que —————— < 107P.
d d (2N +3)3N+1

(a) Montrer que |S,, — 7| <

2v3
(2N +3)3N+1
(c) Programmer ensuite une fonction serie(p) d’argument un entier p et qui retourne une somme
partielle Sy telle que |S— Sy| < 1077,

Quel est alors le plus petit entier naturel N tel que <107122

On pourra utiliser la fonction rang(p).
En déduire les douze premiéres décimales de 7.

4. Complément.

(a) Donner la valeur exacte de Arctan(1).
+00 (__ 1) n

(b) Que peut-on dire de la série entiere Z ~ L xentl pour x =172
n—o2n+1
(c) Si T, =43 D trerait que (T),) tque | T, — 7| <
c) Sionpose T, = ——— on montrerait que converge vers 7 et que -7l < .
POseIn =% L ok +1 anetin & auetn 2n+3

4
Quel serait alors le plus petit entier N tel que TN < 10722 Quel commentaire peut-on faire?

+3
5. Onrappelle la formule de MACHIN :

7T 1 1

— =4Arctan| - | — Arctan | —

4 5 239
Quel est I'intérét d'une telle formule?

Exercice 9.9 (D'aprés CCP)

Soit A € R\N. On considere la suite (ay), ., définie par: ap=1etVneN, a1 =

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Y a,x".
n=0

+00
2. Onpose:Vx€]—-R,R[, f(x) =) anx".
n=0
Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 dont f est une solution sur | — R, R[. En déduire f(x).

Exercice 9.10 (D’apres Centrale-Supelec)

N . P 2
On considere la suite (a,;) définie par ap = a; =1 et ay+1 = a, + Ta”_l'
n
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CHAPITRE 9 : Séries entiéres 9.5 Travaux dirigés
Montrer que:Vn=1, 1< a, < n.

Calculer a I'aide de Python les 20 premiers termes de la suite (aj,).
Calculer la rayon de convergence R de la série entiere Z anx".

On pose, Vx €] —R,R|, f(x) =)_a,x". Montrer que f estsolutionde: (1-x)y' - (1+2x)y =0.

ok N

En déduire 'expression de f(x), Vx €] — R, R|.
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cHAPITRE 10

SERIES DE FOURIER

Issu d'une famille nombreuse et de condition modeste, Joseph FOURIER (1768 — 1830) est rapidement re-
marqué pour ses dons exceptionnels.

Il veut entrer dans I'armée, mais sa condition sociale 'en empéche; apres un passage dans un monastere, il
étudie dans la toute nouvelle Ecole normale supérieure, puis enseigne a |’ Ecole polytechnique.

En 1798, il suit BONAPARTE dans son expédition égyptienne et celui-ci le nomme préfet de I'lseére a son
retour.

Les travaux de FOURIER concernent, en physique, la théorie de la chaleur. 1l s’'intéresse notamment a I’étude
de la propagation de la chaleur dans un solide. Il parvient a des équations aux dérivées partielles, qu’il n’arrive a
résoudre que sous la forme de sommes de fonctions trigonométriques. Il donne I'expression des ccefficients et
résout le probleme, déja abordé avant lui par EULER, BERNOULLI et D’ALEMBERT, du développement d’'une fonc-
tion en série trigonométrique. Il se préoccupe peu des problémes de convergence, ce que fera le mathématicien
allemand Gustav DIRICHLET quelques années plus tard.

10.1 Compléments sur les fonctions définies par morceaux

Définition 10.1 Une fonction définie sur un segment [a, b] a valeurs dans R est dite continue par morceaux sur
[a, b] s’il existe une subdivision agy = a< a; < --- < ap = b telle que la restriction de [ a chaque intervalle]a;, a;;1(
soit prolongeable comme fonction continue sur [a;, aj+1].

Une fonction définie sur un segment [a, b] a valeurs dans R est dite de classe €' par morceaux sur [a, b] s'il
existe une subdivision ay = a < a) < --- < a, = b telle que la restriction de f a chaque intervalle a;, a;+1[ soit
prolongeable comme fonction de classe €' surla;, aj+1].

Définition 10.2 Soit T un réel strictement positif. Une fonction f :R — R est dite T—périodique sion a :
VxeR, f(x+T) = f(x)

Définition 10.3 Une fonction T—périodique est dite continue par morceaux (respectivement de classe €' par
morceaux) si elle est continue (respectivement de classe € L) sur une période.

Exemple 10.1

Théoréme
Lensemble des fonctions a valeurs réelles, T—périodiques et continues par morceaux sur R est un
R—espace vectoriel.
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CHAPITRE 10 : Séries de Fourier 10.2 Ceefficients et séries de Fourier

Définition 10.4 Soit f une fonction a valeurs réelles, T —périodique et continue par morceaux.
On appelle valeur moyenne de f :

1 T
?fo f(ode

Exemple 10.2

Propriété
Soit f une fonction a valeurs réelles, T—périodique et continue par morceaux .
La valeur moyenne de f est donnée par :

1 a+T
?f f(odt, VaeR
a

10.2 Cecefficients et séries de Fourier

. N ; S . 2n
Définition 10.5 Soit f une fonction a valeurs réelles, T—périodique et continue par morceaux; on pose w = T

On appelle ccefficients de Fourier trigonométriques les réels définis par :

1 T
ao(f)=:—rf0 i de

2 (T «
ar(f) = ?fo f(®) cos(kwt) dt, VkeN

T
be(f) = %fo F()sin(kot) dt VkeN*

Remarques.
@ ag(f) représente la valeur moyenne de la fonction f.

1 [T .
@ On peut définir les ccefficients de Fourier complexes, en posant ci(f) = T [ f e~ ikt gy,
0
Onaalors: ar(f) = ci(f) + c_k(f) et bp(f) = ick () —ic_i(f);

ou encore : )
ax(p =2 Refe-i(f) =2 e[ [ e di)
et 0
1T
bi(f) =2 TIm((c_x(f)) =21m(?f Fyelker dt)
0

® Pour une fonction 2z —périodique, on a w = 1 et alors les ceefficients de Fourier s’écrivent :

1 27
aog(f) = o A fde

21
ak(f):% A f(t) cos(kr) dt VkeN*

2m
be(f) = %fo F()sin(kd) dt VkeN*

@ Dans le calcul des ceefficients de Fourier, on peut simplifier les expressions a 1'aide des résultats sui-

vants :
cos(nm) = (-1)", VneN ; sin(nm) =0, VreN

cos(2px%)=(-1)F,VpeN ; sin(2px%)=0,VpeN
cos((2p+1)x%)=0, VpeN ; sin((2p+1)x%)=(—1)p,‘v’p€l\l
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10.3 Structure hilbertienne CHAPITRE 10 : Séries de Fourier

Propriété. Cas des fonctions paires
Si f une une fonction T—périodique (respectivement 2 —périodique) et paire, alors :

2 (2 17
ap(f) = ?fo fode = ;fo fde
ar(f) = %fo?f(t)cos(kwt) dt = %fo f(t)cos(kt) dt
bi(f) =0 VkeN*

—  Propriété. Cas des fonctions impaires
Si f une une fonction T—périodique (respectivement 2z —périodique) et impaire, alors :

ar(f) =0 VkeN

be(f) =if§f(t)sin(kwt)dt =3f F@)sin(ks) de
T Jo T Jo

=

Exemple10.3

Propriété. Symétrie glissée
Si f une une fonction T—périodique vérifiant la relation

f(x+§) =—f(x)

alors tous les ceefficients d’indices pairs sont nuls.

Exemple 10.4

. o ) P . 2n
Définition 10.6 Soit f une fonction a valeurs réelles, T —périodique et continue par morceaux; on pose w = T

Les sommes partielles de Fourier d'ordre n de f sont définies pour tout n e N* par :

Sn(f)=ao+ Y (axcos(kwt) + by sin(kwt))
k=1

Exemple 10.5
10.3 Structure hilbertienne

— Théoréme
Soit E I'espace vectoriel des fonctions T—périodiques et continues par morceaux. L'application :

ExE — R
1 T
g — (f,g>=?f0 F(0g() de

est un produit scalaire sur E, qui confére a E une structure préhilbertienne.

Preuve 10.1

—— Théoréme
Soit E I'espace préhilbertien des fonctions T—périodiques et continues par morceaux muni du produit
scalaire précédent.

La famille

Fn={x—1,x— V2cos(kwx), ke [1,n],x— V2sin(kwx), ke [1, nl}

est une famille orthonormée de E.
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CHAPITRE 10 : Séries de Fourier 10.4 Théoremes de convergence

Preuve 10.2

Remarque.

Nous pouvons écrire ag = (f, t — 1), ar(f) = V2{f, t— v2cos(kwt)) et by = V2(f, t — V2sin(kwt))

La somme partielle de Fourier d’ordre n d'une fonction f peut ainsi étre interprétée comme la projection
orthogonale de f sur Vect (Z,).

10.4 Théoremes de convergence

Théoréme de Parseval
Soit f une fonction T—périodique, continue par morceaux sur R et de ceefficients de Fourier (a,), ., et
(bn) en- - Alors les séries Y a’ et > b? convergent et on a I'égalité :

1 T 2 ) 1 Tt ) )
7| @rd=aegy (@)
n=1

—

Exemple 10.6

Remarque.
Considérons l'espace préhilbertien F des fonctions T—périodiques et continues sur R, muni du produit

1 T
scalaire: (f,8)—(f, 8 = T f f(t)g(t) dt. Si on fait 'hypothese que la famille
0

F ={x—1,x— v2cos(nwx), neN*, x— v2sin(nwx), ne N*}

est une base orthonomée de F; alors les coordonnées de f dans cette base seraient
1 1
ap, E(Zn, neN*, Ebn’ neN*

L'égalité de Parseval traduit alors le fait que la norme de f peut se déduire du produit scalaire, mais égale-
ment se calculer comme la norme euclidienne canonique des coordonnées dans une base orthonormée.

Définition 10.7 Soit f une fonction continue par morceaux. On appelle régularisée de f, notée f la fonction
définie par :

= x+h)+f(x-h
o = tim LG F= )
h—0 2
Exemple10.7
Remarques.
@ En général, la régularisée n'est pas une fonction continue.

@ Si f est continue en xg, alors f(xo) = f(xo).

Théoréme de Dirichlet
Soit f une fonction T—périodique et de classe €' par morceaux sur R. Alors la série de Fourier converge
en tout point et on a, pour tout xe R :

+00
lim _S,(f)=ao+ Y (axcos(kwx) + by sin(kwx)) = f(x)
n—+oo k:l

Exemple 10.8
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=

Corollaire. Cas des fonctions continues

Théorémes de convergence

+00

k=1

CHAPITRE 10 : Séries de Fourier

ao+ )Y_ (arcos(kwx) + by sin(kwx)) = f(x)

Soit f une fonction T—périodique, continue sur R et de classe €' par morceaux sur R. Alors la série de
Fourier converge en tout point et on a, pour tout x e R :

Exemple10.9

Voici les courbes représentatives des sommes partielles de Fourier d’ordre n pour la fonction 2z —périodique

définie par :

f)y=1 pour0O<st<nm
f(H)=0 powrms<t<2m
VAN 100 1O_A NN 100 HAAA AaA
V 0.75 075
0s 050 050
/ / 025 l 025 /
‘ y VAL VeV, Yy, ety v 7
-2 - N m n n 4an =2 -m n n 3n 4n =2m —FP m an 3n 4n
-0.25 -0.25
05 -0.50 -0.50
-07s -0.75
10 -1.00 -1.00
n=1 n=3 n=>5
1o i ey 100 - e 100 fhananad) i
075 075 075
050 050 050
025 } 025 j 025
. P A A A
=2m —I'P v ”V ‘én 3n \ﬁn =2m —l¥ Wu ‘srr 3n Yln =2m —# m 3n gn
-0.25 -0.25 -0.25
-0.50 -0.50 -0.50
-0.75 -0.75 -0.75
-1.00 -1.00 -1.00
n="7 n=9 n=11
100
100 A i o) 100
075 075 0rs
050 050 020
025 I 025 025
och Aach A
)} 4 -0 -n n 2 3n an
=2m - m 3n n =2m - n 3n 4n
-0.25 -0.25 -0
-0.50 -0.50 -0.50
-0.75 -0.75 -0.75
-1.00 -1.00 -1.00
n=15 n=100 n=1000
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10.5 Travaux dirigés

Exercice 10.1

10.5 Travaux dirigés

Développer en série de Fourier et étudier la convergence de la série dans les cas suivants :

1. f est2n—périodique et définie par : {

2. f est2m—périodique et définie par f(¢) = ¢, Vt €] —m,7].

3. f est2m—périodique, paire et définie par f(t) = — ¢, V¢ € [0, ]. Calculer alors Z

Exercice 10.2 (D'apres CCP)

On considere la fonction f, 2n—périodique définie par : {

f)y=1 pour0st<nm
f(t)y=0 pouwrm<t<2m

1. Déterminer la série de Fourier de f, étudier sa convergence.

+00 I’l2
2. Calculer la valeur de ) —.
— 4nr-1)

Exercice 10.3

+00 1

=0 2n+ 1)

f(t)=cost, Vtel0,n]
f=0,

Vte]-m,0[

On considere la fonction f, 2r—périodique et paire définie par f(t) = t2, pour tout ¢ € [0, 7].

1. Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa convergence.

+00 _1)n+1 +00 1

2. En déduire la valeur de sommes ) >— et Y -
n n

n=1 n=1

Exercice 10.4

On considere la fonction f, 2r—périodique définie par f(x) =

g(x)=1 pourxel-1,1]

telle que: { g(x)zo pourx€]—]'[,_1[u]]-;ﬂ]

1. Déterminer les séries de Fourier des fonctions f et g.

+00 qin2 +00 oi
. sin“n sinn
2. En déduire que: Z > = Z .
n=1 N n=1 I

Exercice 10.5

T—X

sur [0,27[ et la fonction g 2m—périodique

1. Déterminer les ccefficients de Fourier de la fonction impaire f de période 27, définie par f () = t(m — 1)

pourO<t<m.

2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

3. Quelle relation obtient-on en appliquant la formule de Parseval ?

- 80 -



10.5 Travaux dirigés CHAPITRE 10 : Séries de Fourier

Exercice 10.6

On définit les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique par :

X —-X X X
e*+e —-e
chx=—— et shx=
2 2

Déterminer la série de Fourier de la fonction 2r—périodique qui coincide avec x — chx sur [, 7].

+00 +00 (_ 1) n—-1
En déduire la valeur des sommes ) ———et ) ———.

=i he+1l o one+l

Exercice 10.7

Soit f la fonction 27 —périodique, paire, coincidant sur [0, 7] avec la fonction t — f.
Déterminer les ccefficients de Fourier de f. En déduire la valeur des sommes suivantes :
+00 1 +00 1

Z(2n+1)4 et Z(2n+1)2

n=0 n=0
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CHAPITRE 11

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

11.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

11.1.1 Généralités sur les équations différentielles d’ordre 1

Définition 11.1 Soit I un intervalle, eta : I =K, b : I — K, deux fonctions continues.
Une equation différentielle d’ordre 1 est une équation (E) du type :
Y +a(t)y=b(1)
ot l'inconnue y est une fonction I — K, dérivable.
Léquation différentielle (Ey) : y' + a(t)y = 0 est appelée équation homogene.

~—— Théoreme
Lensemble (Sp) des solutions d'une équation différentielle linéaire homogeéne (Ep) :

Y +a(®)y=0

est un sous-espace vectoriel de €' (I,K) de dimension 1.

Théoréme
Soit A une primitive de a. Lensemble des solutions de (Ej) est :

Fp={t— Ce ™, Cek} =Vect(t— e 4")

Théoreéme. Structure des solutions
Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme y = y; + y;, ol y; est une solution quelconque de
I'équation homogene de (Ep) et y;, est une solution particuliere de (E).

Exemple 11.1 Résoudre sur0, +ool, I'équation différentielle : t>y' + y = 1.

Théoréme de superposition
Supposons que b(t) = by (t)+b(t). Soit y; une solution particuliere de y'+a(t)y = by (¢) et y, une solution
particuliere de y' + a(t)y = b, (). Alors y, = y1 + y» est une solution particuliére de (E).
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CHAPITRE 11 : Equations différentielles 11.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Théoreme de Cauchy

Soit I un intervalle non vide et non réduit a un point. Soient ¢t — a(¢) et t — b(¢) des applications conti-
nues de I dans K. Soit fy un élément de I et yy € K. Le probléme de Cauchy :

{ y +a(t)y=b(r)
y(to) = yo

admet une unique solution ¢ — y(t).
-

11.1.2 Recherche de solution particuliere : méthode de variation de la constante

On suppose connue une solution ¢ — y;,(t) = Ce~4® de I'équation homogeéne (E,). On pose alors :

yp() =C(H)e

On adonc y;,(t) =C'(He 2D —_C(a(t)e 4D on reporte dans I’équation (E), il vient :

c' e Y _came P +amiCe P =b1r) o C)=b(t)e?

On intégrant ¢ — b(t) ", on trouve t — C(1), puis y,(2).

! —
Exemple 11.2 Résoudre sur]0,+ool, le probleme de Cauchy : { Jt/J(/l;L—J/O_ In(f)

11.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Théoreme. Structure des solutions
Soit I un intervalle non vide et non réduit a un point. Soient t — a(t), t — b(t) et t — c(t) des applications
continues de I dans K. On considere I’équation différentielle (E) suivante :

y'+a®)y' +by=ct) (E)
On note (H) I'équation différentielle dite homogene associée :
y'+a®)y +b()y=0  (Ep)

La solution générale de (E) est la somme d’'une solution particuliére de (E) et de la solution générale de
(Eo)-

—— Théoréme
Lensemble (Sp) des solutions de I’équation homogene (Ep) :

y'+a®y +b(t)y=0

\est un sous-espace vectoriel de €¢2(I,K) de dimension 2.

Théoréeme de Cauchy

Soit I un intervalle non vide et non réduit a un point. Soient t — a(t), t — b(t) et t — c(t) des applications
continues de I dans K. Soit f) un élément de I et a, § deux réels. Le probléme :

vt =a

{ y'+a®)y +b(®)y=c(t)
V' (ty) =P

admet une unique solution ¢ — y(t).
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11.3 Méthodes de recherche de solutions particuliéres

11.3.1 Méthode de variation de la constante ou méthode de Lagrange

On suppose connue une solution ¢ — h(t) de 'équation homogéne (H). On pose alors
y(t) = z(t) h(1)

On reporte y dans (E) et, en supposant que y est solution de (E), on obtient une équation différentielle du
premier ordre vérifiée par la fonction ¢ — z'(r) :

h(0)z"(0) + (2K (1) + a(D) k(D)2 (1) = c(1)

On résout cette derniére équation par des méthodes connues, puis on intégre z’ pour obtenir z, ce qui permet
de déduire y.

Exemple 11.3 Résoudre sur]0,+oo[ 'équation différentielle x(x + 1)y" + (x +2)y' — y = 0; on pourra vérifier que
X — X+ 2 est solution.

11.3.2 Recherche d’'une solution développable en série entiere

Le principe est de considérer la fonction

+00
y:it— ) apt"  alors
n=0

+00 +00
Y1) =Y na,t"" et y' ()= nn-Da,t"?
n=1 n=2

En supposant que y est solution de (E), on obtient une relation de récurrence sur les termes de la suite (a,) ce
qui permet d’en déduire y.

Exemple11.4 Résoudre les équations différentielles :
2.n _ 1
O ry"+4ty' +2y =1
@x%y"+4xy +(2-x*)y=1

11.4 Systemes différentiels linéaires a ceefficients constants

x1(1)

X2 (1)
Définition 11.2 Soit A une matrice carrée d’ordre n a ccefficients dans K et X (t) = . un vecteur de classe

Xp (1)
€' surun intervalle I deR.
Un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a ccefficients constants et sans second membre est l'équation :

X' =AX
x1 (1)
- X, (1) iy
ou X' (1) = . est le vecteur dérivé de X.

x, (1)
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CHAPITRE 11 : Equations différentielles 11.5 Equations différentielles d’ordre n a ccefficients constants

Une solution de ce systéme différentiel est toute application X : I — K" de classe €' sur I, telle que, pour
touttel:
X'(1)=AX(1)

Une telle solution est appelée courbe intégrale ou orbite.
On appelle probléme de Cauchy associé au systeme X' = AX la recherche d'une solution du systéme satisfai-
sant a une condition initiale de la forme X (ty) = Xy. On le note :

{ X' = AX
X(f) = Xo

~——— Théoreéeme de Cauchy
Soit I un intervalle non vide et non réduit a un point. Soient A une matrice carrée d’ordre n, #; un élément
de I et Xy € K". Le probleme de Cauchy :

{ X' = AX
X(19) = Xo

admet une unique solution ¢ — X (¢) définie sur 1.

~—— Théoréme
Soient A une matrice carrée d’ordre n. Lensemble des solutions de

X' = AX

est un K—espace vectoriel de dimension n.
.

X' =4x-3y+2z [x(0) 1 X'= x+y
Exemple 11.5 Résoudre les systemes: D { y' =6x—-5y+4z ;|y0)|=[3]|et®{ y' = —x+2y+z
Z=4x—-4y+4z z(0) 3 Z= x+z

Remarque. Dans le cas ol A est diagonalisable; on note (1;) les
vecteurs propres.
Alors la solution ¢ — X () est combinaison linéaire des vecteurs ¢ — e’ U;. On peut donc déduire le com-

portement asymptotique de X en fonction du signe de la partie réelle des valeurs propres de A.

, les valeurs propres de A et (U;)

1<is< 1<isn

11.5 Equations différentielles d’ordre 7 a ccefficients constants

Définition 11.3 Soit (ak)o <k<n—1 Une famille de nombre réels. Une equation différentielle d’ordre n a cceffi-
cients constants est une équation de la forme :

Y+ ap1y" V- agy=0

Théoréeme
Toute équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n a ceefficients constants est équivalente a un sys-
teme différentiel linéaire d’ordre 1 a n équations.

Preuvel1l.1l

Exemple 11.6 Résoudre l'équation différentielle linéaire d'ordre 3: y" = y
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11.6 Travaux dirigés
Exercice 11.1 Résoudre les équations différentielles suivantes :

1
(@) y,+4l‘y:l‘€‘_t2 (b) y,+;y:cosx;y(ﬂ;):0

() y"-y -2y=e+e™™ (d) y"-2y'+5y=40cosx; y(0)=0 y'(0)=0

Exercice 11.2 Résoudre les équations différentielles suivantes :

(@ (A+x)y"-2y+1-x)y=0 (b) t?y"—ty'+y=1-Int
x— e* et solution t— t est solution de |'équation homogene

Exercice 11.3

(a) Trouver une solution développable en série entiere de I'équation différentielle suivante :

tzyu_'_tyl_y:L_t
1-1¢

(b) Résoudre I'équation différentielle :
4ry"+2y +y=0

On pourra commencer par chercher une solution développable en série entiére.

Exercice 11.4 On cherche a déterminer toutes les fonctions f définies et deux fois dérivables sur R} telles que :
* ! 1
VxeR:, ff(x)=f p &)

1. Montrer que si f vérifie (&), alors: Vx € R*, x?f"(x)+ f(x)=0 (&").

2. Etant donnée f définie sur R%, on considére la fonction g définie sur R par g(t) = f(e").
Calculer g'(1) et g" (1) en fonction de f/, f" etel.
Montrer alors que f vérifie (§') si, et seulement si g vérifie: Vi eR, g"(¢) — g’ () + g(¢) =0.

3. Résoudre sur R I'équation différentielle y" — y' + y = 0.
En déduire 'ensemble des fonctions f définies sur R vérifiant &.

4. Montrer que 'unique fonction f vérifiant (&) et la condition initiale f(1) = 3 est définie par:

f=vx

3cos(?lnx) + \@Siﬂ(?lnx)

Exercice 11.5 Résoudre les systemes différentiels suivants :

{x’—x y ¥ =xoy X' =4x+2y-3z
-4 -4 /

r_ _ { / y = 2y+Z

y =—dx=2y y=x+y = x+y+z
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Exercice 11.6 (D’apres Centrale-Supelec)

On considéere un systeme de 3 oscillateurs couplés, ou les 4 ressorts sont identiques et de constante de
raideur k. Les positions des masses m sont repérées par leurs abscisses xj, x, et x3 a partir de leur position
d’origine respective O, Oy et Os, positions pour lesquelles les ressorts ne sont pas tendus. On suppose qu’'on
lache les masses aux abscisses x,,, X2, €t X3, sans vitesse initiale.

S S T T

0, 71 0, Os, 74 x

k
On montre, en appliquant le principe fondamental de la dynamique et en posant a)(z) = (avec wy € RY),
que les abscisses x1, x; et x3 vérifient le systeme différentiel :

x"1(8) = —2w3x1 (1) + wix2 (1)
(S1) 14 x"2(8) = w3x1 (1) — 2052 (8) + w3x3(1)
x"3(8) = w52 () — 205 x3(1)

X1

On pose X = ( X2 )
X3

1. Déterminer une matrice M telle que (S;) s’écrive X" () = M X (?).

-2 1 0
Exprimer M en fonctionde A=| 1 -2 1
0 1 -2

2. Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P orthogonale telles que A= PDP".
3. Onpose X = PY. Montrer que X"(t) = M X(¢) si et seulementsi Y"(¢) = w(Z)DY(t).

4. Résoudre le systeme différentiel Y"(¢) = a)gDY(t); en déduire alors la solution du systeme (S;), c’est-a-
dire déterminer les expressions de xj, x» et x3 en fonction de ¢ et des conditions initiales x;,,, X2, et
X3m-

Exercice 11.7

Le but de cet exercice est de calculer la valeur des séries :

+00 21’1 1 +00 2n
=1

S:Z 2n et T:Z 2n
M) A

X —
n

n n
On considere la série entiére de la variable réelle x définie par f(x) = Jij (Zn) X %
n=
n
21’1
1. On pose u, = ﬁ X montrer que
n
vns1, o T )

Uy C2n+1
2. En déduire le rayon de convergence R de f(x).

3. ATlaide de la relation (1) montrer que Vn =1, 2n+ )i, X" = nu, x"*1.
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4. En déduire que f est solution sur ] — R, R[ de I’équation différentielle

2x-x*)y' -y=x )
) , ) , 1 a b
5. Soit x €]0,2[. Déterminer deux réels a et b tels que =—+ .
2x—-x2 x 2-x
6. Montrer alors que la solution de I'’équation homogene associée a I’équation (2) est définie par

X
yr(x) = C\/ E
X
t

1

7. Soit € [0,2[. On pose I(x) = f - dz. Calculer I(x) al’aide du changement de variable u = /3.
0 V2¢—t

8. Al'aide de la méthode de variation de la constante, déterminer la solution particuliere de I'’équation (2).

9. Déterminer alors la solution générale de I'équation différentielle (2).
10. Donner un équivalent de f en 0. Déterminer alors I’expression de f(x) pour tout x € [0, 2[.

11. Déterminer lavaleurde Setde T.

+00 9N,k
Remarque. En 1985, le mathématicien D.H. LEHMER a étudié les séries du type T'(k) = Z

= )

et a conjecturé

I'existence de 2 entiers U (k) et V (k) tels que T'(k) = U(k) +nV (k).
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CHAPITRE 12

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Dans tout le chapitre 7 est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

12.1 Topologie de R"

Définition 12.1 On rappelle que le produit scalaire canonique de R" vérifie les propriétés ci-dessous :
Si (O, i, D est un repere orthonormé de R2, ona

V(u,v)Ele, u-vz(;Z)'(;Z):xuxv"’yuyv

Si (0,1, j, k) est un repére orthonormé deR®, on a

Xu Xy
V(u,v)eRs, u-v= ( Yu )-(yy ) =XuXp+ YuYv+2uzy

On appelle norme euclidienne surR” la norme associée au produit scalaire canonique, on la note || || eton a
VueR", |ul=vVu-u

Si (0,7, j)est un repere orthonormé deR?, on a

VueR?, ul=v/x2+y?2

Si (0,1, j, k) est un repere orthonormé deR®, on a

VueR?, lull=\/x2+y2+23

Linégalité de Cauchy-Schwarz est alors
Y(u,v) eR”, Ju-vi<lulx|vl

On appelle distance euclidienne surR", la distance associée a la norme euclidienne et on a
Y(u,v) eR", d(u,v)=llu-v|
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CHAPITRE 12 : Fonctions de plusieurs variables 12.2 Limites et continuité

Définition 12.2 Soient a € R" et r € R}, on appelle boule ouverte de centre a et de rayon r 'ensemble des
éléments deR" tels que leur distance a a soit strictement inférieure ar et on la note

B(a,r)={ueR", du,a)<r}={ueR”, lu—al <r}

De méme, on appelle boule fermée de centre a et de rayon r ['ensemble des éléments de R" tels que leur
distance a a soit inférieure ou égale a r et on la note

Bla,r)={ueR", du,a)<r}={ueR", lu-al <r}

Définition 12.3 Soit A une partie deR". On dit que A estbornée s’il existe une boule fermée contenant A; autre-
ment dit, s'il exister > 0 tel que A< B(0,1); ce qui se traduit par : Ar >0, Vu e A, |lullsr

Définition 12.4 Une partie non vide A deR" est dite ouverte si en tout u € A, il existe une boule ouverte de centre
u contenue dans A; autrement dit

A est une partie ouverte © Yu€ A, Ir >0, B(u,r)c A
Une partie non vide A deR" est dite fermée si et seulement si son complémentaire dans R" est un ouvert.

Remarque. Par convention, ’ensemble vide est un ouvert de R”. Les ensembles @ et R” sont donc a la fois des
parties ouvertes et fermées de R".

Exemple 12.1 Représenter les parties '} ety suivantes :
@I ={(x,y) eR?, x>y}
@Iy ={(x,y), -1<x<1, -1<y<l}

Remarque. Par définition topologique, dans R, ]0, 1[ est un ouvert; [0,1] est un fermé; ]0, +co[ est un ouvert et
[0, +oo[ est un fermé.

Définition 12.5 Soit A une partie non vide deR" et u un point deR".

u est un point intérieur a A s’il existe une boule ouverte centrée en u entierement contenue dans A.

u est un point extérieur a A s'il existe une boule ouverte centrée en u entierement contenue dans de le com-
plémentaire de A, c’est-a-dire d'intersection vide avec A.

u est un point de la frontiére ou un point du bord de A si toute boule ouverte centrée en u a une intersection
non vide a la fois avec A et avec le complémentaire de A.

u est un point adhérent a A si tout ouvert contenant u a une intersection non vide avec A.

Remarque. Un point adhérent a A est soit un point intérieur a A, soit un point de la frontiere de A. Lensemble
des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A, noté A. C’est un fermé; plus précisément, c’est le plus petit
fermé contenant A.

Exemple12.2 SoitT's = {(x, y) € R2, 0<x<2,0< y< x}. Donner un point intérieur, un point extérieur, un point

sur la frontiere et un point adhérent.

12.2 Limites et continuité

Dans toute cette partie A désigne une partie non vide de R” et f : A — R une application a valeurs réelles
définie sur A.

Définition 12.6 Soit u un point adhérent a A. On dit que f admet une limite en u lorsqu'il existe un réel b
vérifiant
Ve>0,In>0, veAet|lv-ullsn = |f(v)-bl<se

On note alors lljln}t f() =betonditque f tend vers b lorsque v tend vers u
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Exemple12.3 @ Soit f (x y)—
@ Soitg (x,y) —

; déterminer la limitede f en (1,1), en (2,1) et (1,2) eten (0,0).

x2+y2 )
xZTyZ ; déterminer la limite de g en (0,0).

® Soith (x,y) — (x;;yz ; déterminer la limite de h en (0,0).

Définition 12.7 Soit u un point de A. On dit que f est continue en u lorsque
Ve>0,In>0, veAletlv-ullsn = |f(v)-f(wlse

On dit que f est continue sur A si [ est continue en tout point de A.
—— Propriétés
Soit AcR". Soient f et g deux fonctions de A dansR. Soit ue€ Aet L eR.
o Si f et g sont continues en u alors f + g est continue en u.
o Si f est continue en u alors A f est continue en u.
o Si f et g sont continues en u alors f x g est continue en u.

Théoréme
Toute fonction réelle continue sur une partie fermée bornée est bornée et atteint ses bornes

Exemple 12.4 Déterminer les extremums de la fonction f définie par f(x,y) = 5 surly.

1
1+x2+y

12.3 Dérivées partielles d’ordre 1. Applications de classe €'

A —- R

Définition 12.8 Soit A une partie ouverte deR?, f : { - Fw = fx,y)

une application.

On considere a(ay, ap) un point de A.
On dit que f admet des dérivées partielles en a si les fonctions x — f(x,ay) et y — f(a1,y) sont dérivables

respectivement en a, et en ay. Dans ce cas, les dérivées partielles sont notées a—f (a) et 3y (a).
X y

On trouve aussi les notations 0y f (a) et dyf(a), ou encore Dy f (a) et Dy f (a).

Dans le cas oiu n = 3, on définit de méme la dérivée partielle par rapport a la troisieme variable 6_f
z

Exemple 12.5 Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions suivantes : f(x,y) = x2 +y2 et f(x,y,2) = 1 5

Définition 12.9 Soient A une partie ouverte deR" et f : A— R une application.
On dit que f est de classe €' sur A si
o [ admet des dérivées partielles en tout point u de A;
o chacune des dérivées partielles est continue sur A.
Propriétés
Soit AcR". Soient f et g deux fonctions de A dansR. Soit ue€ Aet 1 eR.
o Si f et g sont de classe €' sur A alors f + g est de classe €' sur A.
o Si f estde classe €' sur A alors Af est de classe €' sur A.
o Si f et g sont de classe €' sur Aalors f x g est de classe €' sur A.

Définition 12.10 Soient A une partie ouverte deR?, f : A — R une application de classe €' sur A et a(a, ap) un
point de A. On appelle gradient de f en a le vecteur, noté V,(f) de coordonnées

0 d
Va(f) = (a—i(a), %(a))

Lorsque A est une partie ouverte de R3 eta(ay,az,as) € A, le gradient de f en a s'écrit

Va(f) = (—f( ), f( ),—f( ))
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Définition 12.11 Soient A une partie ouverte deR", f : A— R une application de classe €' sur A et a un point
de A. On dit que f admet un point critique en a lorsque le gradient de f en a est nul.

Exemple 12.6 Déterminer les points critiques de la fonction f définie surR? par f(x,y) = (x* +3y?) e Y,
Théoréme. Formule de Taylor Young a I'ordre 1

Soient A une partie ouverte de R?, f : A — R une application de classe 6" sur A et a un point de A. Pour
tout h € Atel que le segment [a,h] < A,ona

fla+h) = f(@+h-Va(f)+o(lhl)

Pour n =2, cette égalité peut s’écrire :

f(( Z; )+( Z; )) :f(( Z; ))+h12_£(“)+h22—§(a)+0(m

Pour n = 3, elle devient :

a) h a)

0 0 0
f (Z§)+(Z§) =f (Zi +hlé(a)+h2£(a)+h3£(a)+o(\/hf+h§+h§)

Exemple 12.7 Déterminer les développements de Taylor a l'ordre 1 en (0,0) des fonctions :
(x,y) — ﬁ et (x,y)—In(1+x+xy)

12.4 Extremums locaux d’une fonction de deux variables

Définition 12.12 Soit f une fonction définie sur un ouvert A deR? eta € A.
On dit que que f admet un minimum local en a s'il existe un ouvert U contenant a et inclus dans A tel que
fw) = fla), YVueU
On dit que que f admet un maximum local en a s'il existe un ouvert U contenant a et inclus dans A tel que
fw) < fla), YuelU
On dit que que f admet un extremum local en a si f admet en a un minimum local ou un maximum local
Théoréme
Soit f une application de classe €' sur un ouvert A de R.

Si f admet un extremum local en a alors a est un point critique, autrement dit Vf(a) =0

Remarque. A La réciproque est fausse.

En effet un point critique peut étre un extremum local ou un point col.

Exemple12.8 @ Soit f(x,y) =5x>—6xy+2x+2y> -2y +1.
Déterminer les éventuels points critiques et extremums locaux de f .
@ Soit f(x,y) = (x% + 3y2) e~ X=Y*. Déterminer la nature des points O(0,0) et A(1,0).
Théoréme

Une fonction f de classe 6 sur une partie fermée bornée de R? est bornée et atteint ses bornes, soit en
un point critique, soit en un point frontiere.

Exemple 12.9 Déterminer les extremums de la fonction f définie par f(x,y) =

1
Tr2sy? SUr I's.
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12.5 Dérivation et composition

~——— Théoréme N
Soient I un intervalle ouvert de R et, U et V deux parties ouvertes de R.

. | - u | - v . 1 oo L
Soient x { f e X ety { Foe ) deux applications de classe €. Soit f une application

de classe € surl’ouvert U x V de R%. On considére I'application F : I — R définie par F(¢) = f(x(t), y(t)).
Alors F est une application de classe € sur I et, pour tout ¢ € T on a

Fl(y=x (t) of (x(t) y()+y (t) of (x(t),y(t))
. y
~—— Théoréeme ~
Soient A une partie ouverte de R? et, U et V deux parties ouvertes de R.
Soient u : { (x,;; : g(x, M : { (x,;; : ‘v/(x, 7 deux applications de classe 6.

Soit g : (u,v) — g(u, v) une application de classe ¢! surl’ouvert U x V de R%. On consideére I'application
f : A— Rdéfinie par f(x,y) = g(u(x,y), v(x,y)). Alors f est une application de classe € ! sur A et, pour
toutae Az, on a

of og og

—() —()—(() ())+6—()—(() (@)
a)5 -(ula), v(a) + ——(a) = (ula), v(a

OF 1y O 28 00,08
(a) = (a)au(u(a), v(a))+ (a)av(u(a), v(a))

S ay ay ay )

Exemple 12.10 On considere la fonction f définie surR; x R par f(x,y) =e* Y +In(x+ y).
@ Soient x ety les fonction définies surR; par x(t) = t ety(t) =1%.0n pose F(t) = f(x(t), y(t)) ;s calculer F'(1).

u=x+y of
@ On pose{ p=x—y et g(u,v) = f(x,y). Calculer 5 et L 3y enfonctlon de %8 au et 8 av

Cas particulier des coordonnées polaires :

x : (r,0) — x(r,0) =rcosf
y: (r,0)— y(r,0)=rsinf

On note U et V les images respectives de A par x et y; et on considere les applications f et g, telles que f
est définie et de classe €' sur U x V et g est définie et de classe €' sur A. Soit a = (r,0) un point de A, on a alors

Soit A un ouvert de R?. On considere les applications : {

g
or

0g 0% 0f i
59 @ =59 @5; (x(@),y@)+ 55 @ 3y (x(@),y(@)

_ox of o 2t
(@)= =~ (a)5 (x(a@), y(@) + = (@) 5y (x(a), y(a))

ce qui s’écrit plus simplement :

6_g = coseg +sin9g
or 0x oy
g—g = —rsin@% + rcoseg—];

Exemple12.11 On considere la fonction f définie surR? par f(x,y) =

1+x2+y2°
x=rcosf

y=rsing 8O =1 Calculer 3 et 3.

On pose {

- 05 -
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12.6 Dérivées partielles d’ordre 2. Fonctions de classe €2

Définition 12.13 Soit f une fonction définie sur un ouvert A deR" admettant des dérivées partielles d'ordre 1. On
suppose que les dérivées partielles admettent elles aussi des dérivées partielles d’ordre 1. Ces derniere s'appellent
les dérivées partielles d’ordre 2 de f. Ces dérivées partielles se notent :
a(df) ?f . a(af) *f

= e

ax\ox)  ox? ay\ay)  ay?
0 (0f)_ 0’ f of 0 (af)_ 0’ f
dx\dy) oxdy dy\ox) odyox

Définition 12.14 Soit f une fonction définie sur un ouvert A deR". On dit que f est de classe 6> sur A si
o [ admet des dérivées partielles d’ordre 2 sur A par rapport a n'importe que couple de ses variables;
o toutes les dérivées partielles d’ordre 2 de f sont continues sur A.

Théoréeme de Schwarz
Soit f : AcR" — R une fonction de classe €2 sur I'ouvert A. Alors
*f  0°f
dxdy 0yox

Remarque. La contraposée du théoréme de Schwarz peut s’exprimer ainsi

*f 2 *f
0x0y = 0ydx

si alors f n'est pas de classe €2
Exemple 12.12 Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f définie sur R} xR par:
fx,y)=e"Y+Inx+y)

Définition 12.15 Soit f : AcR? — R une fonction de classe 6> sur l'ouvert A.
On appellelaplacien de f au point a € A et on note A f (a) l'expression
0 f 0’ f

Af(a) = W(d) + W(d)

Sin=3,o0na ) ) 5
R e |
Af(a) = 52 @D 3y2 (@) + == (@)
12.7 Equations aux dérivées partielles

——— Théoréme. Equation aux dérivées partielles d’ordre 1 ~

Soient I x J un ouvert de R? et & : Ix J — Rune fonction continue. On considére I'équation aux dérivées
partielles d’ordre 1 suivante :
of

2L~ nx,
0x (x.)

Les solutions f : I x ] — R sont les fonctions de classe € 1 dela forme:

f,y)=H(x,y)+g)

@u H est une primitive de la fonction x — h(x, y) et g une application quelconque et de classe €* sur J )

Remarque. Pour résoudre certaines équations aux dérivées partielles d’ordre 1 on sera amené a effectuer un
changement de variable pour toujours se ramener a une équation du type précédent.
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12.7 Equations aux dérivées partielles CHAPITRE 12 : Fonctions de plusieurs variables

of 0 =
Exemple 12.13 Résoudre l'équation aux dérivées partielles : 2—f _of =x%;en posam‘{
ox 0dy v=Xx+2y
~——— Théoréme. Systéme d’équations aux dérivées partielles d’ordre 1 ~

Soient g et h deux fonctions de classe €' sur R?. On consideére le systeme d’équations aux dérivées
partielles d’ordre 1 suivant :

0
% =g,y

of _
3y = %, y)
Les solutions f de classe €2 sur R? existent si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

@28 _oh

0y ~ 0x
@ x — g(x,y) admet une primitive G(x, y) de classe €' sur R
® l'expression h(x, y) — ‘3—? (x,y) ne dépend pas de x

Dans ces conditions, les solutions sont de la forme :

f,N=Gx,»+Ky)+C

oll y— K(y) est une primitive de y — h(x, y) — g—g(x, y)etCeR.
N

Remarques. La condition @ est imposée par le théoreme de Schwarz.
Le réles des fonctions g et h sont symétriques, donc, pour les conditions @ et ® ces fonctions peuvent étre
interverties; on choisira la fonction la plus simple a intégrer.

% = (x+1) cos(x + y) +sin(x + y) — sin(x)

Exemple12.14 Résoudre : { of
oy = (x+1)cos(x+y)

—— Equations aux dérivées partielles d’ordre 2. Théoréme 1

Soit I x J un ouvert de R?. On considére 1'équation aux dérivées partielles d’ordre 2 suivante :

o> f

o0xZ
Les solutions f de classe € 2 sur I x J sont de la forme :
fx,y)=xKy)+L(y)

o1 K et L sont des fonctions quelconques de classe € sur J.

— Equations aux dérivées partielles d’ordre 2. Théoreme 2
Soit I x J un ouvert de R?. On considére 1'équation aux dérivées partielles d’ordre 2 suivante :

62
f oy
0x0y

Les solutions f de classe 6 sur I x J sont de la forme :

fl,y) =K +L(y)

kOl\l K et L sont des fonctions quelconques de classe €2 sur J.

Remarques. Pour résoudre certaines équations aux dérivées partielles d’ordre 2 on sera amené a effectuer un
changement de variable pour toujours se ramener a une équation de I'un des deux types précédents.
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62

Le théoreme 1 pourrait s’écrire avec comme équation : 32 0
y

Exemple12.15

En 1747 dans ses Recherches sur les cordes vibrantes D’ ALEMBERT est amené a résoudre I'équation de pro-
pagation suivante :

0x2 2 0r?
Pour résoudre cette équation, on effectue le changement de variable suivant :

u=x-ct
v=x+ct

12.8 Applications géométriques

Définition 12.16 Soit f : A c R? — R une fonction de classe €'. Lensemble des points dont les coordonnées
vérifient f(x,y) = 0 est une courbe du plan appelée courbe implicite.

Remarque. Une courbe plane définie par une équation de la forme y = g(x) peut étre considérée comme une
courbe implicite en posant f(x,y) = g(x) — y.

Définition 12.17 On dit qu'un point (xy, yo) est un point régulier d’'une courbe implicite définie par I'équation

f(x,y) =0si f(x0,¥0) =0 etV f(xo,y0) #0.

~—— Théoreme ~
Soit f : AcR? — Rune fonction de classe €. On note I la courbe implicite d’équation f(x, y) = 0. Soit
(X0, o) un point régulier de I'. Alors I admet en (xp, yp) une tangente d’équation :

ﬁ( )(x— )+ﬁ( J(¥—=y0)=0
ax X0, Yo) X — Xo 3y X0, Yo)Y —Yo) =

En particulier, cette tangente peut étre définie comme la droite orthogonale au gradient de f en (xo, yo)
ket passant par le point (xo, yo).

J

Remarque. Dans le cas particulier d'une courbe définie par une équation de la forme y = g(x), en posant
flx,y) =gx)—y,ona % =g'(x) et % = —1; on retrouve formule connue de 1'équation de la tangente en
(x0, Yo) :

¥ = Yo =g (xo)(x - xo)

Exemple 12.16

Lellipse I' ci-contre admet pour équation implicite

x2+xy+y2:4

Par une rotation de centre O et d’angle 7 on a les rela- 1+
tions :
{ X=Y2(x-y) { x=L2X+Y) -3
<>
Y =%(x+y) y=LX+Y)

Dans ce nouveau repére I'équation devient :

1 3
—X?+-Y%=4
2 2
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12.8 Applications géométriques CHAPITRE 12 : Fonctions de plusieurs variables

On peut également montrer que cette ellipse admet pour représentation paramétrique :

x(t) =2cos(t) + \/% sin(?)

ﬂn=—&mﬂﬂ+%ﬁm0

Déterminer une équation de la tangente a ' au point P(2,0).

Définition 12.18 Soit f : A c R3 — R une fonction de classe €*. Lensemble des points dont les coordonnées
vérifient f(x, y, z) = 0 est une surface appelée surface implicite.

Remarque. Une fonction g : (x,y) — g(x, y) peut étre représentée par une nappe d’équation z = g(x, y). Cette
nappe peut donc étre considérée comme surface implicite en posant f(x,y,z) = g(x,y) — z.
On peut également représenter la fonction g par les courbes d’équation g(x, y) = A appelée lignes de niveau.

Théoréme
En un point ot il est non nul, le gradient de g est orthogonal aux lignes de niveau g(x,y) = A et orienté
dans le sens des valeurs croissantes de g.

Exemple 12.17 Soit la fonction g définie sur R? par g(x,y) = ————.
p g par g(x, y) 112+
Les représentations possibles de g sont :

N

-/
N~ [

[\

Lignes de niveaux g(x, y) = A avec A = {5 pour
ne[L,9].

Définition 12.19 On dit qu'un point (xy, Yo, 20) est un point régulier d’une surface implicite définie par l'équa-
tion f(x,y,z) =0 si f(xo, yo0,20) =0 etV f (xo, 0, 20) # 0.

~——— Théoréme N
Soit f : AcR3 — R une fonction de classe €. On note X la surface implicite d’équation f(x,y,z) = 0.
Soit (xo, Yo, 20) un point régulier de X. Alors X admet en My (xy, Jo, Zo) un plan tangent d’équation :

V f(x0,¥0,20) - MMy =0

ce qui s’écrit encore :

0 0 0
é(xo,J/o,Zo)(X— Xo) + a—f(xo,J/o,ZO)(y— Yo) + é(xo,J’o,Zo)(Z— 29) =0

En particulier, ce plan tangent peut étre défini comme le plan orthogonal au gradient de f en (xo, yo, o)
\et passant par le point (xo, yo, 20)-

J

Exemple12.18
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12,9 Travaux dirigés

Exercice 12.1 Soit f la fonction définie sur R? par :

2
_ X _
flxy) = 1y si(x,)#(0,0),  f(0,0)=0.

1. Montrer que f est continue sur R?.

2. Montrer que f admet des dérivées partielles selon x et y en tout point de R?.

3. Montrer que ces fonctions ne sont pas continues en (0,0). En déduire que f n’est pas de classe €' au
voisinage de (0, 0).

Exercice 12.2 Le premier groupe d’images correspond a la représentation graphique de fonctions a deux va-
riables.

A . B - C -
y
x y
x y
X
D z E z F z
X
x y 5
¥ X
Le second groupe d’images correspond aux lignes de niveau des fonctions représentées au-dessus. Relier
les représentations graphiques a leurs lignes de niveau.

N\a
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Exercice 12.3 Relier chacun des graphiques ci-dessous avec la fonction qu’elle représente.

1
A6y = 1xl+Y; Lol y) = lxyl; f(x,y) = TTEi i, 1) = (=325 fs(x,9) = (x=)?; fo(x,y) = sin(|x]+]y])

Exercice 12.4 Le contre-exemple de Peano
On considere la fonction f suivante :

xy(x2—yH .
(x,¥) T2iye , st (x, ) # (0,0); (0,0) — (0,0)

1. Montrer que f admet des dérivées partielles selon x et y en tout point de R.
On admet que f est de classe € sur R?.

2 2
s (0,0) et of

2. Calcul
aeutet 0yox 0x0y

(0,0). Que peut-on en déduire?

Exercice 12.5 Appliquer la formule de Taylor-Young a I'ordre 1 a la fonction f : (x,y) —e* Y +In(1+x+ y), en
(0,0).

Exercice 12.6 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les points critiques et déterminer si ce sont
extrémums locaux :

fi: (x,y)-—>3xy—x3—y3;fg : (x,y)-—>x3+3xy2—15x—12y; fz: (x,y)»—>x4+y4—2(x—y)2

Exercice 12.7 Déterminer toutes les fonctions de classe 62 sur R?, vérifiant le systéme d’équations aux déri-
vées partielles :

0

S = ye a2y
0
—af =xe"V +x%+3y?
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Exercice 12.8 Soit f de classe 62 sur R?, on définit
R - R
wn ~ r(t5Y)
1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f en fonction de celles de g.

2. Résoudre alors les équations aux dérivées partielles suivantes :

of of Ff f *f f  &f
L1 oo pL-ZL=o — 2 — =0
@ ox ay ) ox? 0y? © 0x? 0xdy " 0y?

R*xR* — R

Exercice 12.9 Soit f une fonction de classe ¢! telle que :
f 4 (xy) — flxy

On pose x = r cosf et y = rsin@; et on définit la fonction g de classe € telle que :

R*xR — R
(r,0) — g(r,0)= f(rcos@,rsind)
0 0 0 0
1. Déterminer les dérivées partielles %8 et %8 en fonction de —f et —f
or 0x 0y
2. En déduire g et g en fonction de O_g et a_g
0x 0y or 00
3. Déterminer les fonctions de classe €' telles que :
of of 2, .2
- _ y = +
yax xd ¥ Ty + )
Exercice 12.10 Soit f une application de classe €“ telle que : ] 0

On définit la fonction u sur R* x R* x R* par u(x, y,z) = f (\/x2 +y%+ zz).
Déterminer les fonctions f telles que : Au+ u=0.

Exercice 12.11 Etude de l'équation de la chaleur

Considérons le probléme de la diffusion de la chaleur dans une barre homogene, de ccefficients de conduc-
tion A, de masse volumique p, de ccefficient calorifique C,, de section S et de longueur L, sans production
d’énergie interne. En supposant que les deux extrémités sont maintenues a une température constante Ty,
I’équation de conservation de I'énergie s’écrit :
or )LSaZT 0 €[0,L]

— —-AS— =0, pour x ,
ar oz P
alaquelle on associe les conditions aux limites T'(0, t) = T'(L, t) = Ty et une condition initiale T'(x,0) = T;(x).

En effectuant le changement de variable u = T — Tj, on obtient le probleme avec des conditions aux limites

de type Dirichlet :

pCyS

ou 0%u 10,1

— =K——= pour x ,

o “ox2 P O
u©,t)=u(L,t) =0 pourt>0

u(x,0) = C(x) pour x€ [0, L]

A
dans cette équation x = . est la diffusivité thermique du matériau, u(x, ) la température relative et C(x) la
pCp
répartition de température relative initiale : C(x) = T;(x) — Tp.
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1. Méthode de séparation des variables.
Dans cette question, on considere le probleme sans condition initiale fixée :

ou  0°u 0.1
ot oxz POUTFED )
u0,)=u(L,t)=0 pour t>0
Pour résoudre ce probléme, on cherche une solution a variables séparées, c’est-a-dire sous la forme :
u(x, 1) = f(6)g(x)

(a) Démontrer que u est solution de (2) si et seulement si

110 _g"x)

= 3
k f(r) g ©)

(b) En déduire I'existence d'une constante réelle § telle que

f'(® _
f

gu (x) _
gx)

px i 4)

(c) Résoudre les équations différentielles (4) en fonction du signe de la constante .

(d) En utilisant les conditions aux limites, montrer que les solutions de (2) peuvent s’écrire :
Foo nm)2 nmn
u(x, ) = Z C, e < (7) tsin(Tx) (5)
n=1

2. Solution vérifiant la condition initiale.
. . 1s e e . . (T
Dans cette question, on considére la condition initiale C(x) = sin (Zx)

Déterminer alors la solution du probleme (1).
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CHAPITRE 13

PROBABILITES SUR UN UNIVERS DENOMBRABLE

13.1 Expériences et événements aléatoires

Définition 13.1 Un ensemble E est dit dénombrable s’il existe une bijection entre N et E. Autrement dit, E est
dénombrable s'il existe une famille (xy,) ., telle que E = {x,, n € N}

Remarque. On doit cette définition au mathématicien allemand Georg CANTOR. Le cardinal de N et donc le
cardinal de n'importe quel ensemble dénombrable est noté RXy.
Les ensembles N, Z, Q sont dénombrables; mais les ensembles R ou [0, 1] ne le sont pas.

Définition 13.2 Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prédire avec certitude les résultats.
Létude d’'une expérience aléatoire débute par la description de tous les résultats possibles, appelés éventualités
ouissues. L'ensemble de ces résultats possibles est appelé univers. On le noté généralement Q

Définition 13.3 Un événement élémentaire est un sous-ensemble de l'univers QO composé d'un seul élément,
c’est un singleton composé d’'une des issues possibles de U'expérience aléatoire.

Un événement est un sous-ensemble (ou une partie) de l'univers Q, il est donc la réunion de plusieurs évé-
nements élémentaires. Si A est un événement, on dit que les issues contenues dans A sont favorables a A, ou
réalisent A.

Lévénement ) est appelé événement certain ; @ est [événement impossible

Lien avec les opérations ensemblistes :
Lidentification entre les événements et les parties de O permet d’utiliser les opérations élémentaires en-
semblistes pour traduire certains événements; ainsi
o 'événement (A ou B), appelé disjonction de A et B, est modélisé par la réunion Au B;
o I'événement (A et B), appelé conjonction de A et B, est modélisé par I'intersection An B;
o 'événement A, appelé contraire de A, est modélisé par complémentaire de A noté Cq A;
o le fait que la réalisation de A entraine celle de B, noté A = B, est modélisé par A c B.

13.2 Evénements incompatibles, systéme complet d’événements

Définition 13.4 Deux événements A et B de (9]’((2))2 sont ditincompatibles lorsqu’il est impossible qu'ils soient
réalisés simultanément, autrement dit, lorsque An B = Q.
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Définition 13.5 Soit I un ensemble dénombrable. Une famille (A;) i d'événements forme un systeme complet
d’événements si les A; sont deux a deux incompatibles et recouvrent Q, autrement dit si

® Y4ai=Q
iel

@ AinAj=0,VY(i,j)el? aveci# |

Exemple 13.1

13.3 Espace probabilisé dénombrable

Définition 13.6 Soit Q un univers dénombrable, non vide. On appelle probabilité sur Q toute application P :
22(Q) — [0,1] qui vérifie les deux conditions suivantes :

® P(Q)=1
) P( U An) = ) P(An) pour toute suite (Ay), . d'événements deux a deux incompatibles

neN neN

On dit alors que le triplet (Q, 22(Q)), P) est un espace probabilisé dénombrable, et pour tout événement
A e (Q), on appelle probabilité de A le nombre P(A) € [0,1].
Un événement B est dit négligeable pour la probabilité P si P(B) = 0.

Remarques. Soit (Q2, 22(Q), P) un espace probabilisé dénombrable.
o P(Q)=1etP(Q)=0;
o VA€ 2(Q), P(A)=1-P(A);
o V(A,B) € (2(Q)%, P(AUB)+P(ANB) = P(A) + P(B);
o V(A B) € (2(Q)* tels que Ac B, ona P(A) < P(B).

Exemple 13.2

13.4 Conditionnement

Définition 13.7 Soit (Q, 22(Q), P) un espace probabilisé dénombrable et B un événement non négligeable pour
P. Pour tout événement A € 2 (Q)), on note P(A|B) ou Pg(A) la probabilité conditionnelle de A sachant B, et on
la définit par

PAIB) = Py(4) = a0 B)
P(B)
Proposition
Soit (Q, 22(Q), P) un espace probabilisé dénombrable et B un événement non négligeable pour P. I'ap-
plication
Py ZPEQ) — [0,1]
A — Pg(A)

est une probabilité sur Q.

~——— Corollaire. Probabilité composée

Soit (©Q,22(Q), P) un espace probabilisé dénombrable.
Pour tous événements A et B tels que P(B) >0, on a

P(AnB)=P(B) x P(A|B) = P(B) x Pg(A)

=

Exemple13.3
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Corollaire. Formule de Bayes
Soit (Q,2(Q), P) un espace probabilisé dénombrable.
Pour tous événements A et B tels que P(A) >0et P(B) >0,ona

P(A) x P(B|A)

P(A|B) = PB)

Exemple 13.4

Proposition. Probabilité composée généralisée
Soit (Q,22(Q), P) un espace probabilisé dénombrable et (4;),_;_, une famille d’événements tels que
P(AiNn---NAp-1)>0,alors

p =P(A1) x P(A2]A1) x -+ x P(AplA1N---NApu-1)

n
A

i=1

-

Exemple 13.5

Théoréme. Formule des probabilités totales

Soit (Q, 22(Q), P) un espace probabilisé dénombrable et (An)nel\l un systéme complet d’événements de
probabilités non nulles, alors pour tout événement B € 22(Q)) la série Z P(Bn Ap) converge et

+oo +00
P(B)= ) P(BnAp) =) P(A,;) x P(B|A)
n=0 n=

>

0

Exemple 13.6

Remarque. La formule reste valable dans le cas d'une suite (An) qen d'événements deux a deux incompatibles
+00

tels que Z P(A,)) =1.

n=0

Théoréme. Formule de Bayes généralisée
Soit (Q,2(Q), P) un espace probabilisé dénombrable et (A,), ., un systtme complet d’événements de
probabilités non nulles, alors pour tout événement B € 22(Q2) non négligeable et touti e Nona

P(A;) x P(B|A;)
Y P(Ap) x P(B|Ap)

neN

P(A;|B) =

13.5 Indépendance en probabilité

Définition 13.8 Soit (Q, 2(Q), P) un espace probabilisé. Deux événements A et B sont indépendants pour la
probabilité P lorsque

| P(AnB) = P(A) x P(B) |

Autrement dit, A et B, tel que P(B) > 0, sont indépendants si

P(A|B) =P(A)

Exemple13.7
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Remarque. A Il ne faut pas confondre indépendance et incompatibilité.
Deux événements sont indépendants si la réalisation de I'un n’a pas d’incidence sur la réalisation de I'autre;
alors que deux événements sont incompatibles si la réalisation de I'un rend la réalisation de I’autre impossible.

Définition 13.9 Soit (Q, 2(Q), P) un espace probabilisé. Une famille (A, ..., Ay) € (@(Q))n est une famille d'évé-
nements mutuellement indépendants si

pour tous iy,...,ix de[1,n], P(A;N---NA;)=P(A;)x--xP(A;)

Proposition
Soit (Q,22(Q), P) un espace probabilisé et (A;),_,_,, une famille d’événements mutuellement indépen-
dants; alors toute sous famille (A,-l, .y Aik) est formée d’événements mutuellement indépendants.

Remarque. A Lindépendance des événements (A;)1<i<n deux a deux n’entraine pas leur indépendance
mutuelle si n = 3.

Exemple 13.8
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13.6 Travaux dirigés
Exercice 13.1 Lancer infini d'une piece

On lance une piece une infinité de fois. Pour tout i € N*, on note : A; 'événement "le i—éme lancer donne
Pile".
1. Décrire par une phrase chacun des événements suivants :

+0o
s Es=J A
i=5

N

+00o
Ev=[)Ai; Ex=
i=5

4 —
(1 Ai
i=1

+00
(A
i=5

2. Décrire al’'aide des A; 'événement : "on obtient au moins une fois Pile apres le n—éme lancer".

3. Ecrire al’aide des A; les événements : B, : "on n’obtient plus que des Pile a partir du n—eme lancer"; B :
"on n'obtient plus que des Pile a partir d'un certain lancer".

Exercice 13.2 Anniversaires

Une classe comporte 29 étudiants. Quelle est la probabilité qu’au moins deux d’entre eux aient leur anni-
versaire le méme jour? Ignorer les années bissextiles
A partir de quel effectif cette probabilité dépasse-t-elle 0,9? On pourra utiliser un programme

Exercice 13.3

Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire dans cette urne une boule, on note sa couleur
et on la remet dans I'urne accompagnée de deux autres boules de la méme couleur, puis on répéte ’opération.

1. Quelle est la probabilité que les n premieres boules tirées soient rouges?
2. Quelle est la probabilité de tirer indéfiniment des boules rouges?

n
On donne la formule de Stirling : n! ~ v2nn (2)
e

Exercice 13.4

Soit z € N*. Une urne contient initialement x boules blanches et y boules rouges. On effectue des tirages succes-
sifs d'une boule de I'urne selon le protocole suivant : aprés chaque tirage, la boule tirée est remise dans 'urne
et on rajoute dans l'urne, avant le tirage suivant, z boules de la couleur de la boule qui vient d’étre tirée.

1. (a) Quelle estla probabilité d'obtenir une boule blanche au premier tirage ?
(b) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche au deuxieme tirage?
(c) Siladeuxieme boule est blanche, quelle estla probabilité que la premiére boule tirée ait été blanche?

2. Pour n € N*, on note u,(x, y) la probabilité d’obtenir une boule blanche apres n tirages. (On admettra
que c’est aussi la probabilité conditionnelle d’obtenir une boule blanche 7 tirages plus tard lorsque, a
I'issue d’'un tirage, l'urne contenait x boules blanches et y boules rouges.)

(a) En utilisant un systeme complet d’événements associé au premier tirage, montrer que :

X
un+1(x,y)=x+yun(x+z,y)+ Up(x,y+2)

xX+y

(b) En déduire, par récurrence, que: Vn =1, u,(x,y) = v
xX+y
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Exercice 13.5

Cet article est tiré d'un article de Benjamin Dessus et Bernard Laponche, paru le 3 juin 2011 dans le quotidien
Libération et intitulé "Accident nucléaire : une certitude statistique".

Au vu des données historiques, la probabilité d'un accident majeur par an pour un réacteur nucléaire est
estimé a3 x 107*, obtenue en considérant les 4 accidents majeurs (1 a Tchernobyl, 3 a Fukushima) survenue sur
450 réacteurs et en 31 ans.

1. Il'y a 58 réacteurs en France (respectivement 143 en Europe). En supposant I'indépendance entre ceux-
ci, en déduire la probabilité d’au moins un accident majeur dans les 30 ans a venir en France (resp. en
Europe).

2. Donner un équivalent de 1 — (1 — p)"! lorsque p tend vers 0 et nt est fixé.

3. En déduire comment les auteurs en arrivent a une phrase telle que : "Sur la base du constat des accidents
majeurs survenus ces trente derniéres années, la probabilité d’occurrence d’'un accident majeur sur ces parcs
serait donc de 50% pour le France et de plus de 100% pour I'Union Européenne."

Exercice 13.6 D'aprés CCP

On considere un groupe de deux ampoules que I'on observe aux instants 0, 1,2, 3,...
Ces deux ampoules sont supposées indépendantes 'une de I'autre. A 'instant initial, on suppose que les deux
ampoules sont allumées. Ces ampoules restent allumées jusqu’au moment ot elles grillent. Elles peuvent donc
étre soit dans I'état allumé, soit dans I'état grillé.

La possibilité qu'une ampoule soit éteinte n’est pas considérée ici.

A chaque instant, chaque ampoule déja grillée reste grillée et chaque ampoule allumée a la probabilité %
de rester allumée et % de griller.
On note, pour tout n entier naturel, X, la variable aléatoire égale au nombre d’ampoules allumées a I'instant n.
On remarquera que X, peut prendre les valeurs 0, 1 et 2, c’est a dire que X,(Q) = {0,1,2}.
Pour tout n € N, on introduit le vecteur colonne U, dans .43 (R) :

P(X,, =0)
U,=|PX,=1)
P(X,=2)

1. Déterminer la loi de Xj et vérifier que E(Xp) = 2.
Déterminer la variance de Xj.

2. Justifier que, pour tout entier naturel 7, on a:
1 1
Pix,=2)(Xn+1=2) = 7 ¢ Pix,=2)(Xps1=1) = >

3. Déterminer pour tout entier naturel n et sans justification les probabilités conditionnelles :

Pix,=2)(Xn41=0), Pix,=1)(Xp11 = 2), Pix,,=1) (Xp+1 = 1), Px,=1) (X1 = 0),
Pix,=0)(Xn+1=2), Pix,=0)(Xp+1 = 1), P(x,=0)(Xp+1 =0)

4. Soit n = 0. Al'aide de la formule des probabilités totales, exprimer P(X;, = 1) en fonction de P(X, = 0),
P(X,=1 et P(X,=2).

1 1/2 1/4
Montrer alors que Uy+1 = AU, ou A=|0 1/2 1/2{.
0 0 1/4

5. Démontrer que, pour tout n e N, U, = A" U.
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Démontrer que la matrice A est diagonalisable et déterminer une matrice diagonale A et une matrice
inversible P telles que A= PAP~!.

Donner la relation entre les matrices A”, A", P et P~1. En déduire les neuf ccefficients de la matrice A”.

. Déterminer alors la loi de Xj,.

. Exprimer I'espérance E(X,,) et la variance V(X},) en fonction de n.

Exercice 13.7 D’aprés Centrale-Supelec

Deux personnes sont perdues dans un labyrinthe composé de cinq piéces

se

(P

ar exemple les piéces 1 et 2). Elles partent alors a la recherche 'une de

I'autre selon les regles suivantes :

o
>
<o
o
o

Pour t
o

o

o

1 1 1
. Démontrer que, pourtout n €N, a,+1 = a, + ch, bps1 = an + ch etcpyl = an + =cp.

disposées comme indiqué sur le dessin de la figure 1. Chaque piéce est reliée G

aux deux piéces voisines par un couloir. Les couloirs sont représentés par les ° a
gments du dessin.

A l'instant n = 0, les deux personnes se situent dans deux piéces voisines

a partir d'une piece, chacune peut aller dans 'une ou I'autre des deux pieces voisines, les deux possibi-
lités étant de probabilité 1/2;
les déplacements des deux personnes se font simultanément;
les choix des déplacements sont indépendants les uns des autres;
on suppose que les deux personnes ne peuvent ni se retrouver ni se voir dans les couloirs qui relient
entre elles les différentes pieces;
les deux personnes se déplacent jusqu’a se retrouver dans une méme piece; une fois qu’elles se sont
retrouvées, elles restent ensemble lors de leurs déplacements futurs.

out entier naturel n on note :
A, I'événement "les deux personnes sont dans la méme piece apres n déplacements” et a, = P(Ay);
B, I'événement "les deux personnes sont dans des piéces voisines (par exemple les pieces 1 et2 ou 1 et
5) apres n déplacements” et b,, = P(By,);
C, I'événement "les deux personnes sont dans des piéces non voisines (par exemple les pieces 1 et 3 ou
1 et 4) apres n déplacements” et ¢;, = P(Cy,).

. Donner les valeurs de ay, by et cy.

. Soit n un entier naturel. Déterminer la probabilité conditionnelle P4, (Ay+1) de Ap,41 sachant A,,.

Calculer de méme les probabilités conditionnelles Pg (An+1) et Pc, (An+1).

1
. En déduire I'égalité P(A,+1) = P(A,) + A_IP(C")'

1
2
an

. Onnote u, = ( by, ) Déterminer une matrice A telle que la relation 1,41 = Auy, soit vérifiée Vn e N.

Cn

On se propose de déterminer les expressions de (@) neN, (Dn) nen €t (¢1) nen.
(a) Montrer que la suite (b,) zen Vérifie la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

5 5
bpi2 = an+1 - I_Gbn

(b) En déduire 'expression de b, puis celles de ¢, et de a; en fonction de n.
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(c) Les suites (an)nen, (bn)nen €t (cn)nen sont-elles convergentes? Si oui, préciser leurs limites et en
donner une interprétation.

7. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de déplacements nécessaires pour que les deux personnes se
retrouvent pour la premiére fois.
(a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
(b) Pour n e N*, exprimer I'événement (X = n) en fonction de A, et C;,—_1.

(c) Donner laloide X.
+00

Justifier que pour x €] —1,1], Z nx" = — -
o] (1-x)

Calculer I'espérance de X. Comment peut-on l'interpréter dans le cadre du probleme du labyrinthe?
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CHAPITRE 14

VARIABLES ALEATOIRES REELLES

14.1 Compléments sur les variables aléatoires réelles finies

Dans tout le paragraphe (Q,Q?’(Q), P) désigne un espace probabilisé, ou1 Q est un univers fini.

14.1.1 Variable aléatoire sur un univers fini

Définition 14.1 On appelle variable aléatoire réelle sur Q toute application X : QO —R.
Lensemble des valeurs possibles pour X est noté X(Q) = {xl, - xn}.
Soit1 <i < n; l'événement (X = x;) désigne I'événement X ({x;}) = {w € Q, X(w) = x;}.

Théoreme et définition
X)) — [0,1]

Lapplication Px : X P(X = x;)
i =t

est une probabilité sur X(Q) appelée loi de probabilité de X.

Remarque. Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire finie X revient a déterminer un n—uplet de
couples (x;, pi)1<i<n tels que x; € X(Q) et p; = P(X = x;), Yie[1,n].

Théoreme

Soient (Q, 2(Q), P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle de loi de probabilité Py.
n

forment un systéme complets d’événements; en particulier Z pi=1.
i=1

Les événements (X = x;)

1<is<n

Exemple 14.1

Définition 14.2 Soient (Q, 22(Q), P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle et f une appli-
- R

cation : X(Q) — R. Lapplication composée Y :

) est une variable aléatoire notée Y = f(X) et

appeléeimage de X par f.
En particulier, X2 et aX + b, avec (a, b) € R?, sont des variables aléatoires.

Définition 14.3 Soit X une variable aléatoire finie sur (Q, 2(Q), P).
On appelle espérance mathématique (ou espérance de X) et on note E(X), le nombre

n n
E(X) =) xipi=) xiP(X=x;)
i=1 i=1
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On appelle variance de X et on noteV(X), le nombreV(X) =E (X - E(X ))2.
On appelle écart type de X et on note o(X), le nombreo(X) = vV(X).

Théoréme de Konig-Huygens
Soit X une variable aléatoire finie sur (Q2, 2(Q), P). Alors

V(X) = E(X2) - (E(X))?

—— Propriétés
Soient X une variable aléatoire finie sur (Q, 22(Q), P) et, a et b deux réels. Alors

E(aX+b)=aBX)+b et V(aX+b)=a’V(X)

Définition 14.4 Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,Q?’(Q),P). On dit que X est centrée lorsque E(X) = 0.
On dite que X estréduite lorsqueV(X) =1
Exemple 14.2

Théoréme
Soit Xj, ..., X, n variables aléatoires finies sur (Q, 22(Q), P). Alors

E(X1+-+X,) =EX) + -+ +E(Xp)

14.1.2 Lois finies usuelles

Définition 14.5 Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,Q?’(Q), P). On dit que X suit uneloi certaine sur X (Q)
lorsque X est constante, autrement dit, si :

[(FaeR X = (a]

Théoreme
Soit X une variable aléatoire suivant une loi certaine. Alors

[EX)=a et V(X)=0|

Exemple 14.3

Définition 14.6 Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,?]’(Q), P). On dit que X suit uneloi uniforme (ou loi
équiprobable) sur X(Q) = {x1,..., X} on note X — W (n), si :

. 1
Yie[l,nl, P(x;)= -

Théoréme
Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme. Alors

2

B0 =" e v
= e =
2 12

Preuve 14.1

Exemple 14.4
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Définition 14.7 Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,22(Q), P). On dit que X suit une loi de Bernoulli de
parametre p € [0,1] sur X(Q) = {0,1} et on note X — %(p), si :

[PX=D=p e P(X=0)=q=1-p|

Théoréme
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p. Alors

[EX)=p et VX)=p(-p=pq]

Preuve 14.2

Définition 14.8 Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,2(Q), P). On dit que X suit une loi binomiale de
parametres n € N* et p € [0,1] sur X(Q) = [0, n] on note X — %(n, p), si:

Vke[0,n], P(X=k) = ( Z )pk(l_p)n—k: (Z)pkqn—k

Théoreme
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et p. Alors

EX)=np et V(X)=np(l-p)=npq

Preuve14.3

Exemple 14.5

14.1.3 Couple de variables aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles finies sur (Q, 2(Q), P).
Onnote X(Q) ={x;, ie I} et Y(Q) ={y;, jeJ}.

— Théoreme et définition
Lapplication

b XQXY@ — [01]
XY xi,y) — P(X,V)=(x:,y))=P(X=x)n(Y =y))

est une probabilité sur X(Q) x Y (Q) appelée loi conjointe de X et de Y ou loi du couple (X, Y).

Remarque. Déterminer la loi du couple (X, Y) revient a déterminer une famille ((xi, Vi) pi j)(i, DelxJ telle que
(X, y)EX@Q xY( Q) etp;j=P((X=x)n(Y =y)), Vi, ) eIx].

Théoréme
Soient (Q2, 2(Q), P) un espace probabilisé fini et (X, Y) un couple de variables aléatoires de loi conjointe
Px,y. Les événements (X = x;) n (Y = y;) forment un systéme complet d’événements; en particulier

Y, pij=L

G, ))Elx]
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Définition 14.9 Soient X etY deux variables aléatoires réelles sur (Q, 22 (Q), P). Les lois de X etde Y sont appelées
lois marginales du couple (X, Y).

Théoréme
Soient (Q, 2(Q), P) un espace probabilisé fini et (X, Y) un couple de variables aléatoires de loi conjointe
(Geir ), pij)(i,j)elx]‘ Alors

Viel, P(X =x;) =P(U(X=xi)ﬂ(Y:J’j)) = Zpij
jeJ jel

VjeJ, P(Y =y)=P

U&X=x)n( = J’j)) =) Pij

iel iel

.

Exemple 14.6

Remarque. La connaissance de laloi conjointe du couple (X, Y) permet donc de déterminer les lois marginales;
mais la réciproque est fausse. Les lois marginales ne permettent pas, en général, de déterminer la loi conjointe.

Définition 14.10 Soient (Q, 22(Q), P) un espace probabilisé fini, (X,Y) un couple de variables aléatoires et i € I
tel que P(X = x,-) > 0. Pour tout j € ], la probabilité conditionnelle de (Y = y;) sachant (X = x;) est donnée par

P(X=x)n(Y =y)))

PV = yjIX =) = P(X =x))

On appelle alorsloi conditionnelle de Y sachant (X = x;), notée Yx—,, l'application

Y - [01]
yi — P(Y:yjIX:x,-)

Définition 14.11 Soit (Q, 22 (Q), P) un espace probabilisé fini, (X,Y) un couple de variables aléatoires. Les va-
riables X et Y sontindépendantes si, V(i,j)e I x J,ona

P(X=x)n(Y =y)))=P(X=x)xP(Y =yj)

Théoréme

Soient (Q, 2(Q), P) un espace probabilisé fini et (X, Y) un couple de variables aléatoires indépendantes.
Alors

Y(A,B) cX(Q)xY(Q), P((X,Y)€AxB))=P(X€A) xP(Y € B)

Théoréeme
Soient (2, 2 (), P) un espace probabilisé fini, (X, ¥) un couple de variables aléatoires indépendantes et
f et g deux applications définies respectivement sur X (Q) et Y (Q2). Alors les variables aléatoires images
f(X) et g(Y) sont également indépendantes.

Définition 14.12 Soient X, Xy, ..., X5, n variables aléatoires définies sur Q).
On dit que ces variables sont mutuellement indépendantes si V¥ (x1, X2, ..., X;) € X7 (Q) x Xo(Q) x --- x X,,(Q)

P(ﬂ(Xi = xi)) =[1PXi=x)
i=1 '

i=1
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Théoréme
Soient X1, X, ..., X, n variables aléatoires définies sur 2, mutuellement indépendantes, alors quel que

n
soit (Ay, ..., Ap) € [ [ 22(X:(Q), les événements (X; € A;) sont mutuellement indépendants.
i=1

Théoréme
Soient X3, X», ..., X;;, n variables aléatoires définies sur 2, mutuellement indépendantes, alors quel que
soit f : RP - Retg : R" 7 — R, les variables aléatoires f(Xj,...,X,) et §(Xp+1,..., X») sont indépen-
dantes.

Théoréeme
Soient X,, Xy, ..., X;;, n variables aléatoires définies sur Q2, mutuellement indépendantes, de méme loi de
Bernoulli 8(p). Alors la somme S = X; + - - X}, suit la loi binomiale %(n, p).

Preuve 14.4

Définition 14.13 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles finies sur un espace probabilisé (Q, 2 (Q), P)
de loi conjointe ((x;, y;), pij)(i,j)e[x]-
L’ espérance du produit (X, Y) est

B(XY) =3} xi yj pij
i€l jeJ

La covariance du couple (X, Y) est

Cov(X, Y) = E((X —E(X)) x (Y —E(Y)))

Théoréme
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles finies sur un espace probabilisé (Q, 22(Q), P). Alors

Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E()

VIX+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+V(Y)

Preuve14.5

Théoréeme
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles finies et indépendantes. Alors

E(XY)=EX)E(Y) Cov(X,Y)=0 V(X+Y)=V(X)+V(Y)

Remarque. A Les réciproques sont fausses en général.

14.2 Variables aléatoires discretes

Dans tout le paragraphe (Q, 22(Q), P) désigne un espace probabilisé dénombrable.

14.2.1 Généralités sur les variables aléatoires discretes

Définition 14.14 Une variable aléatoire discrete est une application X définie sur Q) et a valeur dansR.
Lensemble des valeurs prises par X est X(Q) = E = {xn}neN, oul E est un ensemble dénombrable.
La loi de probabilité de X est l'application Px : X(Q) — [0,1] déterminée par la suite (pn)nen telle que
VneN, p,=Px(x,) =P(X =x,).

- 117 -



CHAPITRE 14 : Variables aléatoires réelles 14.2 Variables aléatoires discréetes

Remarques.
o On a nécessairement p, € [0,1], Vrne N et Z pn=1.
neN
o La probabilité d'un événement A € Z2(E) est alors P(A) = Z P(X = x). Cette somme est dénombrable et

XeA
convergente puisque majorée par Z pn=1.
neN

Exemple 14.7

Définition 14.15 Soit X une variable aléatoire discrete sur(, de loi de probabilité Px . Lafonction de répartition
de X est l'application Fx définie par

Fx(x) = Px(]-00,x]) = P(X < x)

Remarque. Connaissant la fonction de répartition Fx d’une variable aléatoire X a valeurs dans {x,} il est

possible de retrouver la loi de probabilité par la relation :

neN’

P(X = x,) = Fx(xp) = Fx(Xp-1)

Théoréme
Soit X une variable aléatoire discréte sur Q2. La fonction de répartition Fx est une fonction positive et
croissante.

Théoréeme
Soit X une variable aléatoire discréte sur Q2 et f une application réelle définie sur un intervalle I conte-
nant X(Q). Alors fo X = f(X) est une variable aléatoire discréete sur Q, appelée image de X par f.

Définition 14.16 Soit X une variable aléatoire discrete sur Q avec X(Q) = {xp}, .- On dit que X est d’espérance

finie si la série Z xn P(X = x,,) est absolument convergente. Si tel est le cas, on appelle espérance de X le réel
neN

+00

n=0

On dit que la variable X est centrée si E(X) = 0.
Exemple 14.8

Remarques.
¢ Une variable aléatoire bornée est d’espérance finie.

o Si X(Q) cRy, alors 'absolue convergence est équivalente a la convergence.
+00
o Labsolue convergence de Z X, P(X = x5,) implique que la valeur de la somme ne dépend pas de 'ordre
n=0
d’énumération.

Proposition. Linéarité
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes d’espérances finies sur Q et A un réel. Alors

E(AX+Y)=AEX)+E(Y)

Remarque. En appliquant la propriété précédente a un réel a et a Y, une variable aléatoire constante égale a b,
I'égalité devient V(a, b) € R?, E(aX + b) = aE(X) + b.
En particulier, si X est d’espérance finie, alors X — E(X) est une variable aléatoire discrete centrée.
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Théoréme du transfert
Soient X une variable aléatoire discréte d’espérance finie sur Q et f une fonction a valeurs réelles définie
sur I'image X (Q) = {xn}neN de X.f(X) est d’espérance finie si, et seulement si la série Z P(X =x,)f(xn)
converge absolument. Dans ce cas, on a

+00
E(f(X0)) = ZOP(X = xp) f (xn)

Proposition.

Soit X une variable aléatoire discréte sur Q. Si la variable aléatoire X? est d’espérance finie alors X est
elle-méme d’espérance finie.

Définition 14.17 Soit X une variable aléatoire discréte sur Q. Si X? est d’espérance finie, on appelle variance de
X leréel
V(X) =E(x?) - (B(X))?

Lécart type de X est le réel défini par

o(X)=vV(X)

On dit que la variable X est centrée et réduite lorsque E(X) =0 et V(X) = 1.

Proposition.

Soit X une variable aléatoire discréte sur Q telle que X2 soit d’espérance finie. Alors

Y(a,b) e R?, V(aX +b) = a®*V(X)

Remarque. Soit X une variable aléatoire discrete sur Q telle que X? soit d’espérance finie et telle que V(X) #0;
. X-EX) . . . P
alors la variable Y = o0 est une variable aléatoire centrée et réduite.
o
Théoréme. Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev

Soit X une variable aléatoire discréte sur Q telle X2 soit d’espérance fine. Alors

V(X)

Ve>0, P(IX-E(X)|=¢) < =

14.2.2 Lois discretes usuelles

Définition 14.18 Soit p €]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire discréte X suit une loi géométrique de para-
meétre p et on note X — 4(p) si X(Q) =N* etona

VkeN*, P(X = k) = p(1 - p)F!

Exemple 14.9

Remarque. La loi géométrique peut étre interprétée comme le rang du premier succés dans une suite infinie
d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p.

Théoréme
Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p. Alors X et X? sont d’espérance
finie et
1 1-p
EX)=—= et V(X)=—
p
Preuve 14.6
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Définition 14.19 Soit A € R. On dit qu'une variable aléatoire discrete X suit uneloi de Poisson de parametre A
etonnote X — PN) siX(Q)=Netona

/lk
VkeN, P(X = k) :e_AF
Théoréme
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A. Alors X et X? sont d’espérance
finie et
EX)=1 et VX)=A21
Preuve 14.7
Théoréme
Si pour tout n € N, Xj, suit une loi binomiale de parametres (n, p;) et si nhIPOO npn = A, alors, pour tout
keN,ona
A Ak
nEerP(Xn =k)=e o
Preuve 14.8

Remarque. Dans la pratique, lorsque X — 98(n, p), le calcul de P(X = k) devient délicat des que 7 est tres élevé.
On cherche alors une approximation en supposant que X suit une loi de Poisson plutét qu’'une loi binomiale.
On sera dans cette situation lorsque 7 est grand, p est petit et np = A est borné.

Exemple 14.10

- 120 -



14.3 Travaux dirigés CHAPITRE 14 : Variables aléatoires réelles

14.3 Travaux dirigés
Exercice 14.1

On lance 7 fois de suite une piece de monnaie. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de "pile" obtenus.
1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer I'espérance mathématique et la variance de X.
Exercice 14.2

On lance 7 fois un dé a six faces. On note X le nombre de 6 obtenu.
1. Montrer que X suit une loi binomiale a déterminer.

2. Déterminer le nombre minimum de lancers a effectuer pour que la fréquence d’apparition du 6 soit com-
prise entre % —-0,01 et % + 0,01 avec un risque d’erreur de 5%. (On pourra utiliser l'inégalité de Bienaymé-
Tchebitchev.)

Exercice 14.3 Probléme de chevalier de Méré
A-t-on plus d’'une chance sur deux d’obtenir au moins un six en langant 4 dés?

1. Onlance un dé 4 fois a la suite. Modéliser le probleme par une loi binomiale a déterminer.
2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins un six.

3. Onveut vérifier que la modélisation choisie correspond a la réalité. On simule ainsi 7 fois de suite I'expé-
rience qui consiste a lancer 4 dés et on calcule la fréquence d’apparition d’au moins un six lors de ces n
lancers. Combien faut-il simuler de lancers pour que la fréquence obtenue soit supérieure a %?

) Yy o . . . s . 4
(a) Montrer quelafréquence vaut —, ou Y est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale 98 (n, 1- (%) )
n

(b) En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev appliquée a une loi binomiale, déterminer n pour

que la probabilité que " est inférieur a %" soit inférieur a 10%.

n

Exercice 14.4

Une urne contient N boules numérotéesde 1 a N.

1. On préleve successivement et avec remise 7 boules de 'urne. On note X la variable aléatoire égale au plus
grand numéro obtenu. Déterminer la loi de X.

2. Méme question lorsque les tirages ont lieu simultanément.
Exercice 14.5

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales %(n, p) et 8(m, p). On
souhaite déterminerlaloide X + Y.

(a) Soit E un ensemble a 1+ m éléments. Soient (A, B) € 2(E)? de cardinaux respectifs n et m, tels que
AUB=Eet AnB=0. En considérant les parties de E a k éléments montrer que :

0 )=(75")

k
=0

1

(b) Déterminer alorslaloide X +Y.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parametres A et p.
Quelle est la loi suivie par X + Y'?
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Exercice 14.6

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi géométrique de parametre
p. Quelle est la loi suivie par X + Y ?

2. Dorénavant, on considere deux variables aléatoires X et Y indépendantes suivant des lois géométriques
de parameétres p et g.
(a) Déterminer P(X > n), pour n € N.
(b) En déduire laloide Z = min(X,Y).
Exercice 14.7 "Science" fiction ?

Nous sommes en 2100, de nouveaux gisements d’'uranium ont été découverts. La production d’'électricité sur
Terre est devenue majoritairement nucléaire; ainsi on compte 3000 réacteurs dans le monde. On rappelle que la
probabilité qu'un accident majeur arrive sur un réacteur en une année a été évaluée au début du siecle dernier a
p=3x107%

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre d’accidents majeurs pouvant survenir sur une année.

1. Montrer que X suit une loi binomiale de parametres a préciser.

2. Est-il légitime d’approcher cette loi binomiale par une loi de Poisson?
3. Déterminer la probabilité qu'il y ait trois accidents majeurs en une année.
4. Déterminer la probabilité qu’il y ait au moins trois accidents majeurs en une année.

Exercice 14.8 Fonctions de transfert

).

2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A. Calculer E (7).

|

1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p. Calculer E (
1

Exercice 14.9

On lance cinq dés. Apres ce premier lancer, ceux des dés qui ont donné un "As" sont mis de c6té et les autres
sont relancés. On procede ainsi jusqu’a I'obtention des cinq "As". On note T la variable aléatoire déterminant
le nombre de lancers nécessaires.

1. Calculer P(T < n), pour n € N*,
On pourra introduire cing variables aléatoires suivant une loi usuelle a déterminer.

2. En déduire que T admet une espérance et déterminer celle-ci.
Exercice 14.10 Loi conjointe, lois marginales

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que X suit une loi de Poisson de
parameétre A > 0 et que la loi de Y sachant X = n est binomiale de parameétres n et p €]0, 1[.

1. Déterminer la loi conjointe de (X, Y).
2. Montrer que la loi marginale de Y est une loi de Poisson de parametre Ap.
3. Calculer la covariance de X etde Y.

Exercice 14.11 Barrage autoroutier

Un péage autoroutier comporte deux barrieres. Le nombre de voitures arrivant a ce péage par jour suit
une loi de Poisson de parametre A et chaque voiture choisit arbitrairement et indépendamment des autres de
franchir I'une ou I'autre des deux barriéres. On note Xj et X les variables aléatoires déterminant le nombre de
voitures franchissant chacune des deux barriéres dans une journée.

1. Calculer P(X; = k| X; + X» = n). En déduire la loi de X;.

2. En calculant la variance de X + X5, déterminer la covariance de Xj et X5.
3. En comparant les événements (X; = k) N (X, = ¢) et (X; = k) N (X1 + X» = k+ ¢), montrer que les variables
X et X, sont en fait indépendantes.
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Exercice 14.12 D’apres Banque PT 2016

Un individu joue avec une piece non nécessairement symétrique. On note p la probabilité d’obtenir pile et
on suppose seulement p €10, 1[.

Dans un premier temps, il lance la piéce jusqu’a obtenir pour la premiere fois pile. On note N le nombre de
lancers nécessaires.

Dans un deuxieme temps, il lance N fois cette méme piece et on note X le nombre de piles obtenus au cours
de cette seconde série de lancers.

1. Préciserlaloide N, etlaloi conditionnelle de X sachant N = n.

2. Déterminer la loi du couple (N, X).

3. On considere la fonction f définie sur |-1,1[par: Vxe]-1,1[: f(x) = L

Donner I'expression de la dérivée k¢ de f pour tout k = 0. o
En déduire le développement en série entiere de la fonction x — 1/ (1 — x)**! au voisinage de 0 pour k
entier positif.

4. En déduire que la loi de X est donnée par

k-1
1- 1-
t-p) p)k+1 etIP(X:O):( p)

(2-p) 2-p)

5. Soit A €]0,1[, U une variable aléatoire de Bernoulli de parametre A et V une variable aléatoire géomé-
trique de parametre A indépendante de U. Onnote Y = UV.

Vikzl, P(X=k) =

(a) Sans calculer sa loi, calculer I'espérance de Y.
(b) Pour k€N, calculer P (Y = k) (on pourra traiter séparément le cas k = 0).
(c) Calculerlavariancede Y.

6. En déduire que X a méme loi qu'un produit de deux variables aléatoires indépendantes, 'une étant une
variable de Bernoulli et 'autre une variable géométrique de méme parametre.

Exercice 14.13 D’apres Banque PT 2017

1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parametre p.
(a) Calculer pourtoutneN, P (X > n).
(b) Soit (Xg)ren+ une suite de variables indépendantes, de méme loi de Bernoulli de parametre p. On
note T le rang du ler succes obtenu: T =inf{k = 1, X = 1}. Montrer que T a méme loi que X.
2. On appelle fonction génératrice de X la série entiere

+00
Gx()=) PX=n)t"
n=0
On admet que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors Gx+y = GxGy.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parametre p.
(a) Calculer la fonction génératrice de X puisde X+ Y.
(b) En déduire que pour toutn=2,P(X+Y=n)=p*(n-1)(1- p)n_z.
(c) Déterminer, pour n=2,laloide X sachant X+ Y =n.
3. On consideére toujours X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de pa-
rametre p. On pose T =max(X,Y) et Z=min(X,Y).Onposeg=1-p.
(a) Exprimer X+ Y et|X —Y|enfonctionde Z et T.
(b) Montrer que P(X=Y) = %.
(c) Montrer que Z suit une loi géométrique de parametre 1 — g?. On pourra caractériser la loi de Z par
sa fonction de répartition.

(d) Déterminerlaloide T.
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