Feuille d’exercices

Année 2024/2025

ALl - Rappels d’AL et compléments sur les matrices

[Révisions : Sous-espaces de K")

o
@ - Ecrire chacun des sous-espaces vectoriels suivants comme un Vect :

1. By ={(z+y,y,2—y),(z,y) € R?} CR?
2. By ={(z,y,2,t) eRY  x+y=2+1t} CR?
1 1 0
-Le vecteur | 2 | € R? appartient-il & Vect({ 0], [ 1 |)?
3 1 -1

-On considére la matrice A = (é i)

1. Déterminer une base puis la dimension de ker A.
2. En déduire rg(A).

3. Déterminer une base de Im(A) puis un systéme d’équations de Im(A).

—_ 1 2 3
@ - On considére la matrice A= |1 -1 0
0 3 3

1. Déterminer une base puis la dimension de ker A.
2. En déduire rg(A).

3. Déterminer une base de Im(A) puis un systéme d’équations de Im(A).

* - Soit n € N*. Soit a,b € R. On considére la matrice de M,,(R),

a b b

b a b
M(avb): .

b b a

1. Exhiber une matrice J € M, (R) telle que M (a,b) = bJ + (a — b)I,.

2. Déterminer le rang de M(a,b) en fonction de a et b.

3. Dans chaque cas de figure mis en évidence dans la question précédente, déter-
miner une base du noyau.

[Rém‘sions d’algébre linéaire - Avec des polynémes]

(6] -On considére application u : P € Ry[X] = P(0) + P'(0) € R.
1. Montrer que u est linéaire.

2. En calculant 'image d’un polyndéme constant, montrer que u est surjective. En
déduire dim ker u.

3. Déterminer une base de ker u.

-On note F = {P € C[X], XP' — P = 0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de C[X].
2. Montrer que F = Vect(X).

>
& - On considére I’application
u: P eRy[X]— P(0)+ (P(1) — P(0))X € Ro[X].

1. Montrer que u est linéaire.

2. Ecrire la matrice de u dans la base canonique de Ry[X].
3. En déduire rg(u) puis dim ker .

4. Montrer que Im(u) = Ry[X].

5. Déterminer @ € Ry[X] tel que ker u = Vect(Q).

[Rém‘sions d’algébre linéaire - Avec des matm’ces]

_
@ & . Soit A € M,,(R). Montrer que F = {M € M, (R), AM = MA} est un
sous-espace vectoriel de M,,(R).

=
L& . On considére 'ensemble F = { (a ;L b a E b) ,(a,b) € RQ}
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1. Justifier que F' peut s’écrire sous la forme F' = Vect(M, N) ou M, N sont deux
matrices & préciser.

2. Vérifier que (M, N) est libre.
3. En déduire dim F.

=
> . Soit A = ((1) 01). On considére Papplication v : M € M3(R) —
AM — MA € My(R).
1. Montrer que u est linéaire.

2. Ecrire la matrice de u dans la base canonique de Ms(R).
3. En déduire rg(u).

[Compléments sur les matrices : trace et tmnsposée]

=
> - Soit n € N* et soit T € M, (R) une matrice triangulaire supérieure,
dont les coefficients diagonaux sont A1, ..., A,.

1. En raisonnant par récurrence, montrer que pour tout k € N, T* est une matrice
triangulaire supérieure dont on précisera les coefficients.

2. En déduire une expression de tr(7*) pour tout k € N.

-Soit A € M, (R).
1. Montrer que AA” est symétrique.
2. Montrer que si tr(AAT) =0, alors A = 0.

P

@ - Soit A € A3(R) une matrice antisymétrique. Montrer qu’il existe un
x x

unique vecteur 7 € R3 tel que pout tout W = [y | eR3, A |y | =7 A W.
z z

-Soit A, B € S,,(R). Montrer que AB € S,,(R) <= A et B commutent.

PN
= . On considére F = M, (R). On note F' = ker tr.

1. Déterminer, a l'aide du théoréme du rang, dim ker tr.

2. Donner une base de F' dans le cas n = 2.

=
> . Soit A € M, (R) non nulle. On considére Papplication u : M €
M, (R) — tr(M)A € M, (R).
1. Montrer que u est linéaire.
2. Ecrire la matrice de u dans la base canonique. En déduire tr .

3. En complétant la famille constituée uniquement de A en une base de M,,(R),
retrouver tr(u).

—
Y _ Soit 4, B € My(R).
1. Montrer que tr((A + B)?) = tr(42%) + 2tr(AB) + tr(B?).
2. Montrer que pour tout k € N, tr((AB)*) = tr((BA)*).

—_
[19) = - soit n € N.

1. Vérifier que si P € R, [X], alors X2P"(X) € R,[X]. On pourra distinguer les
casn=0n=1etn > 2.

2. En déduire que I'application u : P € R,[X] — X2P"” € R, [X] est bien définie
et montrer que u est linéaire.

3. Déterminer tr(u) et rg(u).

*—SoitnEN.

1. Montrer que si P € R, [X] alors P(X + 1) — P(X) € R, [X].
2. En déduire que 'application u : P € R,[X] — P(X 4+ 1) — P(X) € R,[X] est
bien définie et montrer que u est linéaire.

3. Déterminer tr(u).

4. Déterminer ker u et Im(u).

Vacossin Lucas

TSI2 - Lycée Robert Doisneau (Corbeil-Essonnes)



