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DM1 : Polynomes d’interpolation de Lagrange

Le deuxiéme probléme est une version généralisée du probléme 1. Vous pouvez
donc choisir de faire I'un ou l'autre de deux problémes, mais pas les 2!

Probléme 1. Version 3/2.

On fixe (a,b,c) € R? deux & deux distincts a # b, b # c et a # c¢. On considére
I’application
®: P € Ry[X] = (P(a), P(b), P(c)) € R®.
Q1. Autour de ®.
a) Montrer que ¢ est linéaire.
b) Montrer que ® est injective.
¢) En déduire que P est bijective.

Q2. Soit (a, 3,7) € R3. La question précédente assure donc qu’il existe un unique
polynome Py € Ry[X] tel que Py(a) = a, Po(b) = B, Po(c) = 7. On va chercher
& construire explicitement un tel polyndéme. Pour cela, on introduit les polynémes
d’interpolation de Lagrange :
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a) Calculer ®(L,), ®(Lp), P(Le).
b) En déduire que (L, Ly, L) forme une base de Ry[X].
¢) En déduire, en fonction de «, 8,7, Ly, Ly, L, le polynéme Py cherché.
d) Que peut-on dire des coordonnées d'un polynéme P € Ry[X] dans la base
(La, Lp, Le).
e) Donner la matrice de passage de (Lq, Lp, Lc)

(X —a)(X =)

Fa= (c—a)(c—)

a(1,X,X?%).

Probléme 2. Version 5/2.

Soit n € N. On fixe (ag,a1,...,a,) € R*™ n + 1 points 2 & 2 distincts. On

considére I'application

®: PcR,[X]~ (P(ag), P(ay),...,Play,)) € R*.
Q1. Autour de ®.

a) Montrer que ® est linéaire.

b) Montrer que ® est injective.

c¢) En déduire que ® est bijective.

Q2. Soit (ag,...,a,) € R"1. La question précédente assure donc qu’il existe un
unique polynéme Py € R,[X] tel que pour tout i € {0,...,n}, Py(a;) = ;. On
va chercher & construire explicitement un tel polynéme. Pour cela, on introduit les
polynémes d’interpolation de Lagrange : pour 0 <14 < n,

L=1lo =2

by a; — a;

a) Calculer ®(L;) pour 0 <74 <n.
b) En déduire que (Lg, L1, ..., L,) forme une base de R,,[X].
¢) En déduire, en fonction des «; et des L;, 'expression du polynéome Py cherché.
d) Que peut-on dire des coordonnées d’un polynéme P € R, [X] dans la base
(Lo, ..., Ly).

e) Donner la matrice de passage de (Lo, ..., XmM).
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