Feuille d’exercices

Année 2024/2025

Anl - Rappels sur 'intégration sur un segment

[Révisions de sup]

FN
@ - Calculer les intégrales suivantes :

1
f2 fln(f) ) fO 1—:f2dt
N

> . Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel non nul. Calculer les
intégrales suivantes :
| b) ["_sin(nz)zde.

a) [, xcos(nz)dz. | ¢) J"_sin(nz)z?de

-Calculer les intégrales suivantes :

a) fil ze " da

b) fol ze= da

@ @ Pour z € R, on note F(x fo V14 12dt et G(x f mdt.
1. Justifier que F' est dérivable et donner F’. En déduire que F est de classe C*°.
2. Montrer que F' est impaire.

= F(2?) — F(x).

4. En déduire que G est C* et donner une expression de G'(z).

3. Montrer que pour tout =z € R, G(z)

3
-Pour z € R, on note F(z) = [ In(1 + t*)dt et G(z) = [* In(1+ t*)dt.
1. Justifier que F est derlvable et donner F’. En déduire que F est de classe C°.

2. Exprimer G en fonction de F'.

3. En déduire que G est C* et donner une expression de G'(x).

0D
@ & - Comparaison série/intégrale. Soit n > 2 un entier.

1. Montrer que pour tout ¢ € [n,n + 1], “n(t) < #(n)

2. En déduire que an tlit(t) = #(n)

3. Application. On pose S, = >}, ﬁ(k)
a) Montrer que pour tout n > 2, S,, > fg tln(t)
b) Calculer [," 72
¢) En déduire que S, — +o0.

-En exploitant le théoréme sur les sommes de Riemann, calculer

Jm n\f Z vk

* - Soit @« € Ry. En exploitant le théoréme sur les sommes de Riemann,

. . P— . 1
déterminer un équivalent simple de u,, = Z:O k<.

[Suite d ’mtégmles]

=
@ <> - Pour n € N, on note I, = fol In(1 + u™)du.
1. Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
2. Calcul de la limite.

a) Montrer que pour tout z € [0,+o0[, 0 <In(1+z) <=z
b) En déduire la limite de (I,,).

—
=N /4
<& - Pour tout n € N, on pose I,, = / tan?"(x)dz.
0

1. Vérifier que pour tout n € Nyon a I, + I,,41 = ﬁ

2. Montrer que la suite (I,,)nen est décroissante.
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3. Montrer que I, ~ ﬁ.

n ( 1)k
lim — =I,
it ];::0 2k+1 4

4. En conclure que

-Intégrale de Wallis. Pour n € N, on note I,, = foﬂ/Q cos™ (z)dx.
1. Calculer I et I.

2. En faisant le changement de variable u = 7/2 — z, montrer que
/2
I, = / sin” (x)dz.
0

3. Propriétés de base.
a) Montrer que pour tout n € N, 0 < [, < 5
b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
¢) En déduire que (I,,) converge.

4. Montrer que pour tout n € N*, (n + 1)I,,41 = nl,_1.

5. En déduire que pour tout n > 1, nl,l,,_1 = 3.
Vi

-Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f : [a,b] — C de classe C*. Pour n € N,
on note I,(f) = ji)l f(x)e™*dx. Montrer que lim, o I,, = 0.

6. Montrer que I, ~

n—-+oo

-Soit f : [0,1] — R continue. On note I,,(f) = fol " f(z)dz.
1. Montrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout n € N, |L,(f)] < Mfol z"dzx
2. En déduire la limite de (I,,(f))x.

3. On suppose de plus de f est de classe C! et que f(1) # 0. En faisant une
)

intégration par parties, montrer que I,(f) ~ -

n—-+4oo

2. Pour n € N*| on note I, = fol 2" In(z)dz. En faisant une intégration par
parties, déterminer la valeur de I,,.

(14] * - Soit n € N*.

1. Justifier que 'application f, : « €]0, 1] — z™ In(z) se prolonge en une fonction
continue sur [0, 1].
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