Feuille d’exercices

Année 2024/2025

AL2 - Compléments d’algebre linéaire

[Familles dénombrables de vecteurs}

=
@ - Soit a € R.
1. Justifier que la famille ((X — a)*)xen est une base de R[X].

2. Quelles sont les coordonnées d’un polynome P dans cette base? Penser a la
formule de Taylor.

et G = {P € R[X]| P(0) = 0}. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans
R[X].

=
& - On considére F 1, Fy et Fy les trois sev de R? donnés par
Fi={(z.y) eR?* [z =0}, F» = {(z,y) € R? |y = 0} et F3 = {(z,y) € R* |z =y}

1. Montrer que Fy N Fy = Fy N F3 = Fo N Fy = {0}.
2. At-on R2=FLFaF;?

PN
> . On considére la famille (X —1)%, X% - 1,(X +1)?) de Ro[X].
1. Montrer que cette famille est une base de Ra[X].

2. Déterminer les coordonnées d’un polynome P = aX?+bX + ¢ quelconque dans
cette base, en fonction de a, b, c.

3. On ajoute les polynémes X% a la famille précédente pour k > 3. La famille
ainsi formée est-elle une base de R[X]?

-On note £ = F(R,R) le R-espace vectoriel des applications de R vers R. Pour
n € N, on définit f,, : x € R — cos(z)” € R.

1. Soit P € R[X] tel que pour tout « € R, P(cos(z)) = 0. Montrer que P = 0.

2. En déduire que la famille (f,,),, est libre.

_
@ - On travaille dans E = F(R,R). Pour n € N, on définit f,, : © € R —
e"® € R. Montrer que la famille (f,,), est libre. On pourra raisonner par récurrence
en montrant que pour tout n € N, la famille (fo,..., fn) est libre.

* - On travaille dans F = F(R,R). Pour n € N, on définit f, : + € R —
cos(nx) € R. Montrer que la famille (f,,)y est libre. On pourra raisonner par récur-
rence en montrant que pour tout n € N, la famille (fo,..., fn) est libre.

{Sous-espaces vectoriels}

_
@ = . On considére les sous-espaces vectoriels de R[X] donnés par F' = Ry[X]

o
a & _ Dans F = Ms(R), on note F; = {M € S3(R),tr(M) =0}, F» = A3(R)
et F3 = Vect(l3). Montrer que la somme Fy + Fy + F5 est directe.

@ * - Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E). Soit n € N*. On considére
ay,...,a, € R des réels deux a deux distincts. Pour ¢ = 1,...,n, on note F; =
ker(f — a;Idg). Montrer que la somme F; + - -- + F,, est directe.

% - Soient E un espace vectoriel de dimension n et Hy,...,H,, des sous-espaces
vectoriels de E de dimension n — 1. (On dit que ce sont des hyperplans).

1. Montrer que dim(Hy N Hy) > n — 2.
2. Montrer que pour tout k € {1,...,n}, dim(Hy N--- N Hg) > n — k.

[ijecteurs et symétm‘es]

—
@ - Dans R?, on considére le plan P d’équation 2+ +2z = 0 et D la droite
engendrée par le vecteur (1,0,1).

1. Montrer que P et D sont supplémentaires.
2. On note p (resp. s) la projection sur D (resp. la symétrie par rapport a D)
parallélement & P. Soit (z,y,z) € R3.
a) Exprimer en coordonnées p(z,y, z).
b) Exprimer en coordonnées s(x, y, z).

-Dans R3, on considére le plan P d’équation £ — y + 2z = 0 et D la droite
engendrée par le vecteur (1,1,1).
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1. Montrer que P et D sont supplémentaires.

2. On note p (resp. s) la projection sur D (resp. la symétrie par rapport a D)
parallélement a P. Soit (z,y,z) € R3.
a) Exprimer en coordonnées p(z,y, 2).
b) Exprimer en coordonnées s(z,y, z).

N
> Soit n € N*. On note F' = kertr et G = Vect(I,).

1. Montrer que F' et G sont supplémentaires.

2. Déterminer la décomposition d’une matrice M quelconque dans la somme
directe F & G.

3. En déduire I'expression de la projection sur F' parallélement a G puis de la
projection sur G parallélement & F.

4. En déduire 'expression de la symétrie par rapport & F' parallélement & G.

-Soit n € N*.
1. Montrer que A, (R) et S, (R) sont supplémentaires dans M,,(R).

2. Déterminer la décomposition d’une matrice M quelconque dans la somme
directe S, (R) & A, (R).

3. En déduire l'expression de la projection sur S, (R) parallelement a A, (R) puis
de la projection sur S, (R) parallélement a A, (R).

4. En déduire lexpression de la symétrie par rapport a S, (R) parallelement a
An(R).

* - Soit F un K-espace vectoriel. Soit f : F — K linéaire. On suppose f # 0.
1. Justifier que f est surjective.
On considére dans la suite a € E tel que f(a) = 1.
2. Mountrer que ker f et Vect(a) sont supplémentaires.

3. Déterminer la décomposition d’un élément = quelconque dans la somme directe
ker f @ Vect(a).

4. En déduire 'expression de la projection sur Vect(a) parallélement a ker f.

désigne le produit scalaire euclidien usuel.
1. Montrer que f est une projection.

2. Décrire géométriquement Im f et ker f.

[Sous— espaces stables]

—_
‘@ - Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f? = —Idg.
1. Soit @ € F non nul. Montrer que la famille (a, f(a)) est libre.
2. On note E, = Vect(a, f(a)). Montrer que E, est stable par f.

3.0nnote g:z € E, — f(z) € E, l'induit de f sur E,. Donner la matrice de g
dans la base (a, f(a)).

=
& - Soit f € L(R3) I'endomorphisme canoniquement associé¢ a la matrice

1
-1
1

1 0
M = 2 1
0 1
1. Donner une base de H = {(z,y,2) € R? |y + z = 0}.
2. Montrer que R® = H @ Vect(1,1,1).

3. Donner une base de R? adaptée a cette décomposition et écrire la matrice de
f dans cette base.

4. Montrer que H et Vect(1,1,1) sont stables par f.

-Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E). Soit P =ag+a1 X +---+a, X" €
R[X]. On rappelle que P(f) = apIdg +arf + -+ anf™.

1. Montrer que f et P(f) commutent.
2. En déduire que ker P(f) et Im P(f) sont stables par f.

% - Déterminer les sous-espaces vectoriels stables par I’endomorphisme de
dérivation dans R[X].

* - Soit u € R3. On considére 'application f:v € R3 = (u-v)u € R3 ot u-v
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