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DM 2 : Un grand classique - les polynéomes de Chebychev

Les questions précédées d’un = devront étre traitées obligatoirement.

Q1. = Question préliminaires. Redémontrer les résultats suivants du cours :
a) Si (Py)ken est une suite de polynéme de R[X] telle que Py # 0 et pour tout
k €N, deg(Py) < deg(Pg41), alors la famille Py, est libre.
b) Si (Pp)nen est une famille de polynomes de R[X] telle que pour tout n € N,
deg(P,) = n, alors la famille (P,) est une base de R[X].

On considére a présent la suite de polyndmes (7},) € R[X] définie de la maniére
suivante :
To=1T1=XetVneNT, o =2XT, 1, - T,

Partie I- Propriétés élémentaires

Q2. = Calculer T5 et Ts.

Q3. = Montrer, par récurrence double, que pour tout n € N, T}, est un polynome
de degré n.

Q4. = En déduire que (7),) forme une base de R[X].

Q5. Quel est le coefficient dominant de 7T,, pour n > 1?7 On pourra également
raisonner par récurrence double.

Partie II- Lien avec la linéarisation de cos

Q6. = Soit p, ¢ € R. En utilisant les formules d’Euler, montrer que :

cos(p) cos(q) = P+ er cos(p —q)

Q7. = Soit n € N. En déduire que pour tout 6 € R,
2 cos(6) cos((n + 1)8)) — cos(nd) = cos((n + 2)6).
Q8. En déduire, a ’aide d’une récurrence double, que pour tout n € N et pour tout

0 € R,
T,.(cos(0)) = cos(nh). (1)

Q9. En déduire la valeur de T},(1) pour tout n € N.
Q10. La réciproque.

Soit n € N et soit P, € R[X] tel que pour tout § € R, P,,(cos()) = cos(nd).
a) Montrer que pour tout z € [—1,1], P,(z) = T, (x).
b) En déduire que P, = T,,.
Q11. Factorisation de T),. Dans cette question, on fixe n € N*. Pour k €

(2k—1)7

{1,...,n}, on note ), = COS( o

a) Montrer que T),(zx) = 0.
b) Montrer que si 1 < k <! < n, alors x; # xy.
¢) En déduire la forme factorisée de T,.

Partie III- Une équation différentielle

Dans cette partie, on fixe n € N. On note f,, : § € R — T,,(cos(d)).
Q12. == En dérivant une premiére fois I’équation , établir que pour tout 6 € R,

sin(0)T}, (cos 0) = nsin(nf)

Q13. En dérivant cette nouvelle relation, montrer que 7T, vérifie la relation

(1 - X)HT! - XT! +n*T,, =0

Q14. On note F,, = {P € R[X],(1 — X*)P" — XP' +n?P = 0}.

a) ¥ Montrer que F,, est un sous-espace vectoriel de R[X].

b) x Montrer que F' est la droite engendrée par T,,. On pourra montrer que
dim F = 1.
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