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DM 1 : Polynomes d’interpolation de Lagrange

Le deuxiéme probléme est une version généralisée du probléme 1. Vous pouvez
donc choisir de faire I'un ou l'autre de deux problémes, mais pas les 2!

Probléme 1. Version 3/2.

On fixe (a,b,c) € R? deux & deux distincts a # b, b # c et a # c¢. On considére
I’application

®: P € Ry[X] +— (P(a), P(b), P(c)) € R3.

Q1. Autour de .
a) Soit P,@Q € Ry[X] et A € R.
(P +AQ) = (P + AQ)(a), (P + AQ)(b), (P + AQ)(c))
= (P(a) + AQ(a), P(b) + AQ(b), P(c) + AQ(c))
= (P(a), P(b), P(c)) + MQ(a), Q(b), Q(c))
= ®(P) 4+ \0(Q)

‘ Ce qui prouve que ® est linéaire. ‘

b) Soit P € ker®. Montrons que P = 0. Puisque P € ker®, on a donc
P(a) = P(b) = P(c) = 0. Or, P est de degré au plus 2. Si P était non nul, P
posséderait alors au plus 2 racines. Or, il en posséde au moins 3 (a,b, ¢) donc

P=0. ’ Ceci prouve que ® est injective. ‘

c¢) On sait déja que ® est injective. Or, dimRy[X] = 3 = dimR3, donc par

‘un argument de dimension ‘, ‘ ® est automatiquement bijective. ‘

Q2. Soit (o, 3,7) € R3. La question précédente assure donc qu’il existe un unique
polynome Py € Ro[X] tel que Py(a) = a, Py(b) = B, Po(c) = 7. On va chercher
& construire explicitement un tel polynéme. Pour cela, on introduit les polynémes
d’interpolation de Lagrange :
L, — (X -b)(X -0 L, =
(a—b)(a—c)

a) On calcule directement :

q)(La) = (17070)5 (I)(Lb) =

(X —a)(X =)

(X —a)(X —¢)
(c—a)(c—10)

b_a)b_o T

(0,1,0),®(L.) = (0,0,1)

De

I'isomorphisme

b) On sait est  bijective. est

‘l’image de la base canonique‘ de R3
‘ (L, Ly, L) forme une base de Ry[X]. ‘

¢) Puisque (Lg, Ly, L) est une base, écrivons Py = 2L, + yLy + zL.. On a alors
Py(a) =a ==z, Py(b) =8 =1y et Py(c) = = 2. Donc on a en fait

que @ plus,  (La, Ly, Lc)

(I)fl

par donc

‘POZQLQ_FﬁLb""YLC

d) Si P € Ry[X], en posant o = P(a),8 = P(b) et v = P(c), P = P, satisfait le
probléme de la question précédente donc on a

P = P(a)L, + P(b)Ly + P(c)L,

Les coordonnées d’un polynome P quelconque de Ry[X] dans (Lg, Ly, L) sont done
| (P(a), P(b), P(0)). |

e) On doit trouver les coordonnées de 1, X et X2 dans la base (L, Ly, L.). En
spécifiant la question précédente a4 1, X et X2 on a :

1=Ls+ Ly + L.
X =al, +bLy +cL,
X? =a?L, + b*Ly + AL,

La matrice de passage de (L4, Ly, L) & la base canonique est donc
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Probléme 2. Version 5/2.

Soit n € N. On fixe (ag,a1,...,a,) € R*™ n + 1 points 2 & 2 distincts. On

considére ’application

®: PecR,[X]— (Plag), Play),...,P(a,)) € R",

Q1. Autour de .
a) Soit P,@Q € R,[X] et A € R.

(P +AQ) = ((P+AQ)(ao), - .., (P +AQ)(an))
= (P(ao) + )‘Q(GO)7 R P(an) + )‘Q(an))

(P(G'O)»"'ap(an))+)‘(Q(a0)v~~~vQ(an))
O(P) + A2(Q)

‘ Ce qui prouve que P est linéaire. ‘

b) Soit P € ker®. Montrons que P = 0. Puisque P € ker®, on a donc
P(ag) = --- = P(ap) = 0. Or, P est de degré au plus n. Si P était non nul, P
posséderait alors au plus n racines. Or, il en posséde au moins n + 1 donc P = 0.

‘ Ceci prouve que @ est injective. ‘
c¢) On sait déja que ® est injective. Or, dimR,,[X] = n + 1 = dimR"*!, donc
par ’ un argument de dimension ‘,

® est automatiquement bijective. ‘

Q2. Soit (ag,...,a,) € R La question précédente assure donc qu’il existe un
unique polynéme Py € R, [X] tel que pour tout i € {0,...,n}, Py(a;) = o;. On
va chercher & construire explicitement un tel polynéme. Pour cela, on introduit les
polyndémes d’interpolation de Lagrange : pour 0 <1 < n,

Al
J#i

a) Soit 0 < 4 < n. On calculer que | ®(L;) = e;41 |ol ;41 est le i+ 1-iéme vecteur

de la base canonique de R™**1.
b) On sait que @ De (Loy- ..y Ly)
I’image de la base canonique‘ de R par lisomorphisme &' donc

(Lo, ..., Ly) forme une base de R, [X]. ‘

est  bijective. plus, est

c¢) Puisque (Ly,...,L,) est une base, écrivons Py = zoLo + -+ + 2, L,. On a
alors, pour 0 <14 <n, Py(a;) = a; = x;Donc on a en fait

PO = iaiLi
=0

d) Si P € R,[X], en posant o; = P(a;) pour 0 < i < n,P = P satisfait le
probléme de la question précédente donc on a

P = iP(az)Ll
=0

Les coordonnées d’un polyndéme P quelconque de R,[X] dans (Lo, ...
donc | (P(ap), .., P(ay)) |
e) On doit trouver les coordonnées de 1, X, ..., X" dans la base (Lo,...,Ly).
En spécifiant la question précédente a X? pour 0 <i<n,ona: X’ = Z?:o aj»Lj.
La matrice de passage de (Lo,...,Ly) & la base canonique est donc

, L) sont

On parle de matrice de Vandermonde.
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