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DM 2 : Un grand classique - les polynéomes de Chebychev

Les questions précédées d’'un == devront étre traitées obligatoirement.

Q1. Question préliminaires. Redémontrer les résultats suivants du cours :
a) Voir COURS.

b) Voir COURS.

On considére a présent la suite de polynomes (7},) € R[X] définie de la maniére
suivante :

To=1Ti=X et Vn €N, Tyro =2XTps1 — Tn

Partie I- Propriétés élémentaires

Q2. T, = 2XT) — Ty =|2X2 — 1]
T3 =2XTy, —T) =2X(2X? —1) - X =4X3 - 2X — X =[4X3 - 3X |

Q3. On note P(n) la propriété :
par récurrence double.
Initialisation :Ty = 1 et T}
sont vraies.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies et on prouve
P(n+2). Puisque deg(T),+1) = n+1, deg(2X Ty +1) = n+2. Comme deg(T,) < n+2,
le degré de 2XT,, 11 — T, est égal a celui de 2XT,, 1. On en déduit que T, 42 est
bien de degré n + 2, comme voulu.

Ceci ‘ achéve la récurrence double ‘ et prouve que |deg(T;,) = n | pour tout n € N.
(Tn)

"T,, est un polynéme de degré n". On la démontre

= X sont de degrés respectifs 0 et 1 donc P(0) et P(1)

Q4. On peut alors la  famille

‘c’est une base de R[X] ‘

appliquer la question Ql-a a

Q5. On note P(n) la propriété : "T, a pour coefficient dominant 2"~!". On la
démontre par récurrence double pour n > 1.

Initialisation :7T7 = X et Th = 2X2 — 1 sont de coefficients dominants respectifs
1 =21 et 2=22"1 donc P(1) et P(2) sont vraies.

Héredité : Soit m € N*. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies et on
prouve P(n + 2). Puisque deg(T,+1) = n + 1, deg(2XT,,+1) = n + 2. Comme
deg(T,) < n+ 2, le degré et le coefficient dormnant de 2XT, 11 — T, sont égaux a

2n+2 1

ceux de 2X T, ;. Celui-ci vaut donc 2 x 2n+1—1 = 2n+l — , comme voulu.

Ceci

‘acheve la récurrence double‘ et prouve que

le coefficient dominant de (7,,) vaut 2"~! ‘ pour tout n € N*.

Partie II- Lien avec la linéarisation de cos

e 4 7P el + e~
2

(e!P+a) o ¢ip=a) 4 oil=pFa) 4 o—ilpta)y

Q6. Soit p,q € R.

cos(p) cos(q (
1
4

eilpta) L e—ilpta)  oilp—a) 4 —ilp—q)
T2 ( 2 + 2 )

cos(p + q) + cos(p — q)
2

Q7. Soit n € N et § € R. On applique la question précédent a p=0et g = (n+1)0

et 'on a :
cos(nf) + cos((n + 2)0)

2

cos(f) cos((n+1)0) =

d’ou l'on tire :

‘ 2 cos(8) cos((n + 1)8)) — cos(nf) = cos((n + 2)6) ‘

Q8. On note P(n) la propriété : "pour tout § € R, T, (cos(f)) = cos(nd)". On la

démontre par récurrence double pour n > 0.

Initialisation :Soit 8 € R. Tp(cos(f)) = 1 = cos(06) et Ti(cos(d)) = X(cos(f)) =
cos(#) donc P(0) et P(1) sont vraies.

Héreédité : Soit n € N. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies et on prouve
P(n+ 2). Soit 6 € R.

Tht2(cos(0)) = 2cos(0)Ty,11(cos(8)) — T (cos(6))

= 2cos(0) cos((n + 1)8)) — cos(nf) par les deux hypothéses de récurrence

= cos((n + 2)0) par Q7
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Donc P(n + 2) est vraie.
Ceci
‘VG € R,Vn € N, T,,(cos(0)) = cos(nb).

Ces polynomes permettent donc de développer cos(n@).

‘ achéve la récurrence double ‘ et prouve que

Q9. Soit n € N. On applique la formule précédente avec § = 0 et I’on a T),(cos(0)) =
cos(n x 0) =1 donc |T,,(1) =1]|

Q10. La réciproque.

Soit n € N et soit P, € R[X] tel que pour tout 6 € R, P, (cos(f)) = cos(nd).
a) Soit x € [—1,1] quelconque. Puisque cos(R) = [—1, 1], il existe § € R tel que
x = cos(f). On a donc P,(z) = P,(cos()) = cos(nf) = T, (cos(d)) = T,,(x). Donc
‘pour tout x € [—1,1], P,(z) = T, (x) ‘
b) Les T, et P,

‘ coincident en une infinité de points : ils sont donc égaux. ‘

polynomes sont égaux sur tout [—1,1] donc

Q11. Factorisation de T,. Dans cette question, on fixe n € N*. Pour k €

_ (2k—1)m
{1,...,n}, on note z; = cos (T)

a)
1) =, (oo (25207

o (n(2k2n1)7r>

=cos(knr —7w/2) =0

D'ott | T, (zx) = 0.

b) On note 6, = U7 i1 < k <1 <n, ), # 6,. En outre, 0), € [01,0,] =

(3 (2”2_n1)7r] C [0,7]. Or, la fonction cos est injective sur [0, 7] donc cos(f;) #

cos(;) soit encore .

¢) On a donc a disposition n racines pour 7T, qui est de degré n. Donc T, est
scindé a racine simples. Ainsi, si n = 0, Tp = 1 et pour n > 1, (on n’oublie pas le

FIGURE 1 — Q11 : pour n = 7. Les valeurs des zj, sont reportées sur 'axe des x.

coefficient dominant) :

T, =2""" (X — )
k=1

Partie I1I- Une équation différentielle

Dans cette partie, on fixe n € N. On note f,, : § € R — T,,(cos(0)).

Q12. On peut dériver f, par la formule de composition et on trouve : f/ ()
—sin(6)7, (cos(f)). Or, on a aussi f,,(0) = cos(nd), ce qui donne en dérivant f; (8) =
—nsin(nf) et donc

‘sin(@)TA(cos(@)) = nsin(nd) ‘

Q13. En dérivant cette nouvelle relation, on trouve que
—sin?(0) T (cos(8)) + cos(0) T} (cos(#)) = n? cos(nf)) = n>T;,(cos(h))

On remplace alors sin?(#) par 1 — cos?(6) et on a pour tout § € R :

(1~ cos?(9))T,(cos(6)) — cos(8) T, (cos(9)) + T, (cos(6)) = 0

Puisque Imcos = [—1,1], on en déduit, en remplagant tous les cos(d) par x que
pour tout z € [—1, 1],

(1 — 2T (x) — 2T (z) + n*T,(z) =0
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Le polynome (1 — X2)T"(X) — XT!(X) + n?T,,(X) s’annule donc en une infinité
de points (tout [—1,1]), il est donc nul.

(1 - X))TY(X) — XT}(X) + n*T, (X) = 0.

Q14. On note F,, = {P € R[X], (1 — X?)P" — XP' +n?P = 0}.

a) Le polynéme nul vérifie effectivement I'équation (1—X2)P” — X P +n?P =0
donc 0 € F.
Soit P,Q € F et A € R. Montrons que P+ \Q € F' :

(1-X*)(P+XQ)" — X(P+)Q) +n*(P+ Q) =
(1-X%P" —XP +n*P+ (1 -XH)Q" - XQ' +n°Q)
=0+ A0

ou l'on a utilisé la linéarité de la dérivation de polynéme et de la composition. Donc
P+)XQeF.
Ceci prouve que ‘ F est un sous-espace vectoriel de R[X] ‘

b) On a que T, € F
‘Pour conclure que F = Vect(T},), il suffit de montrer que dim F' = 1 ‘

vu donc

Vect(T,,) € F.
Cest

ce qu’on va faire! Soit P € F. On suppose P # 0. On note d = deg(P) et on écrit

P= ZZ:O a;X*. On suppose donc que . On a alors

d
PI(X) =) kap X"
k=1

donc
d d
XP'(X)=> kapX* =" kap X"
k=1 k=0

De méme, on a

d d—2
P'(X) = k(k—1)apX* 2= "(k+2)(k+ apso X"
k=2 k=0

donc

U

-2 d
(k+2)(k + Dagga X* = k(k — 1)ap X"
0 k=0

(1-X*)P"(X) =

b
I

On écrit alors I'égalité (1 — X2)P"(X) — XP'(X)+n?P(X)=0:

d—2

> ((nPax — kax — k(k — Dag + (k + 2)(k + 1)agr2) X*+

k=0

(nag_1 — (d—1)ag_1 — (d —1)(d — 2)aqg_1) X + (n%aq — dag — d(d — 1)aq) X?

En identifiant les coefficients & 0 : on a donc

e Coefficient devant X% : ag(n? — d?) = 0. Puisque ag =# 0, c’est que n? = d?
et donc .
o Coefficient devant X941 : a;_1(n? — (d — 1)?) = 0. Puisque n? # (d — 1)? (bah

oui, ¢a fait d?), c’est que .

o Coefficient devant X* pour 0 < k < d — 2, on a I’équation :

((k+2)(k+1)

ak(nz—k2)—|—(k+2)(/€+1)ak+2:O — a = — nZ — k2

Ak+2

On a donc agq_o en fonction de aq4, puis ag_4 en fonction de ay_o donc de a4 , ete.
et pour tout k£ € N tel que 2k < d, il existe un nombre qui ne dépend que de d et k
(et de n, qui est fixé, nombre que ’on peut écrire mais cela ne vaut pas la peine),
disons ¢y, 4 tel que ag—or = ¢k gaq. En partant de ag—1, tous les termes aq—1 25 sont
nuls! On a donc
Z Ck,dXdizk
keN,2k<d
En posant V,, = 3~ oy ap<a ChaX 47, on a P € Vect(V,,). Donc F' C Vect(V,,). On

sait en outre que dim F' > 0 donc .
Ceci permet donc de prouver que | F' = Vect(T5,) |

P(X) = aq X
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