Feuille d’exercices

Année 2024/2025

ALS3 - Déterminants

[C’alculs de déterminants}

-Calculer les déterminants des matrices suivantes :

121 2
711 Lo¢ L0z 1 31 3
o 3 4 15 3 45 5 1 0 6

5 6 21 5 6 7 L1

=
& Calculer, en fonction du paramétre x, les déterminants des matrices
suivantes et préciser pour quelle(s) valeur(s) de x ces matrices sont inversibles.

1 z—1 2 1 2

z—1 1 z 00 it 0 z4+1 0 —1
1 x 0 1 =z =z
1 T 16 3 1 22 0 1 z 1
. v 0 1 0 =z
—_
@ - Calculer les déterminants suivants :
ay  ax - Gy 1 0 ... 1 a+b a - a
a; a1 1 1 (0) a a+b
as a
aq aq aq (0) ]' 1 a a a+b
—_

@ -Matrice compagnon. Soit p € N*, ag,...,ap—1 € K. On note

C(ao, - .-, ap—1) la matrice
0 0 —ap
Lo a
0 1 —ap—1

Pour z € K, on veut calculer le déterminant det(zI, — C/(ao, ..
det(zI, — Cf(ao,---,ap-1))

£ ap-1))-

1. Exprimer en fonction de det(xl,—1 —

C(al, ey ap_l)).
2. En déduire par récurrence sur p que

det(xlp — C(Cl,(), ey apfl)) = ag + a1x + -+ apfll‘p_l + :CP

-Soit @ € R. On note A,, le déterminant suivant :

a 0 0 n—1
0 a

A, = 0 5
0 0 a 1
n—1 2 1 a

1. Calculer A,, en fonction de A,,_1.
n—1
2. Montrer que pour tout n > 2, on a A, = a™ — a2 3 2. On pourra faire un
i=1
raisonnement par récurrence.

[Déterminant dune famille de vecteurs]

—
LN
@ 8 S -Interprétation géométrique du det
1. Calculer ’aire du parallélogramme porté par U = ( ; ) et U = ( i )

2. Calculer le volume du parallélépipéde porté par

1 0 1
=21, v=|1 et W=| 1
0 3 1

-Soit . € R. Pour quelle(s) valeur(s) de m les vecteurs @, ¥ et W suivants
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forment-ils une base de R3?

1 0 1
U= m |, =1 |et T=|[ 2
0 m

[Détermm(mt d’endomorphismesj

N
= . Soit u lapplication définie sur R, [X] par u(P) = X P’ + P(1).
1. Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].
2. Calculer det(u).

3. w est-il un automorphisme de R, [X]?

@ -Soit f lapplication définie sur My(R) par f(M) = M — tr(M)Is.
1. Montrer que f est un endomorphisme de Ms(R).
2. Calculer det(f).
3. f est-il un automorphisme de M3 (R)?

[El’ercices théoriquesj

=
@’ - Questions indépendantes.
1. Soient n € N* impair et A € A,(R). Montrer que det(A) = 0.
2. Soient n un entier et A € M,,(R) telle que A? = —I,,. Montrer que n est pair.

3. Soient p un entier et B,C' € GL,(K) telles que BC + CB = 0. Montrer que p
est pair.

* - Déterminants par blocs. Soit n,p € N. Si A € M, (K), B € M,,(K),

C € Myn(K) et D € Mp(K), la matrice <A B

C D) € My 4p(K) est une matrice

dite par blocs.

1. Soit A € M, (K) et B € M,,,,(K). Montrer que

‘A Bl _ det(a).

0 I,

On pourra raisonner par récurrence sur p et développer ce déterminant par rapport
a la derniére ligne.

2. Soit B € M,,,,(K) et D € M,,(K). Montrer que

I, B|
0 C‘—det(C).

3. Soit A € M,,(K), B € M,,,,(K) et D € M,(K)
A B I 0 A B

a) Montrer que =" .

) a (O D) (O D) <O Ip)

b) En déduire que det (81 IB;) = det(A) det(D).

* - Soit n € N*. On note E = R". Soit A € M,,(R) telle que A2 = —I,,. On
notera f 'endomorphisme de E canoniquement associé a la matrice A.

1. Montrer que I'existence d’une telle matrice implique la parité de n.

On suppose dans la suite que .

2. Montrer que pour tout € F non nul, les vecteurs x et f(z) sont linéairement
indépendants.

3. Soit 1 un vecteur non nul. Montrer que F = Vect(z1, f(x1)) est stable par f.
4. Soit x2 € E tel que zo ¢ F. Montrer que F' N Vect(xa, f(x2)) = {0}.

5. En déduire que B = (21, f(x1), z2, f(x2)) est une base de E.

6. Ecrire la matrice A de f dans la base B.

7. Calculer det(f).

@ - Déterminant de Vandermonde. Soit ai,...,a, € K. On note
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M(ay,...,a,) la matrice, dite de Vandermonde, suivante :
1 1 1
o oo an,
af o} ap
ayt apt an1
On note enfin V(ay,...,ay) = det(M(aq,...,a,)). On souhaite montrer par ré-
currence sur n que
n i—1
V(al,...,an):HH(O{i—O{j) (1)
i=1j=1

1. En admettant cette formule un instant, donner une condition nécessaire et
suffisantes sur oy, ..., a, pour que la matrice M(ayq,...,ay) soit inversible.
2. Soit X un indéterminée. On note P(X) = V(a,...,an-1,X).
a) Justifier que P est un polyndome de degré n — 1 et donner son coefficient
dominant en fonction de V(ay, ..., an_1).
b) Factoriser P.
¢) En déduire une preuve de la formule .
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