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DS 2

Durée : 4h

Exercice 1. Exercice en commun.

‘Peu importe le sujet choisi, vous commencerez par traiter ’exercice 1.

Partie I- Une famille de polynémes
Pour tout n € N, on considére le polynéme suivant
P, = ((x2—1)")™.

qui est donc obtenu en dérivant n fois le polynéome (X2 — 1),

Q1. On a

ﬁ
I

Pl — (X2 _ )l
Py=((X*-1»)"=(X"-2X>+1)" =|12X*> -4

I
i

Q2. Soit deg(P,) = deg((X? —1)") —n = 2n — n = n. Par un résultat du cours, la famille (P,) forme
donc une base de R[X].

Q3. Dans cette question, on se place dans Ro[X] et on admet que B = (Fy, P1, P») forme une base de
Ro[X]. Soit P = aX?+ bX + ¢ € Ry[X]. On cherche donc z,y,2 € R tels que

P(X) =2Py(X) +yP(X) + 2P2(X) = = + 2yX +122X? — 42

On a donc a = 12z, 2y = b et * — 4z = ¢ ce qui donne finalement comme coordonnées

)

Partie II- Un endomorphisme de R[X]

ol e

b
(xvyaz)_ <C aia

wl e

On considére ’application

®: P(X) e R[X]— ((1 - X%)P'(X)) e R[X]

Q4. 11 s’agit d’appliquer la formule de Leibniz, sachant que (1 — X?)' = —2X. On a donc bien

d(P)(X)=(1-X?*)P'(X)-2XP'(X)

Q5. Soit P,Q € R[X] et A € R.
D(P+AQ)=(1-X?)(P+IQ)"(X)—2X(P+ Q) (X)
=(1-X)P"+2Q") —2X(P' + Q)
= O(P) + \2(Q)
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ou l'on a utilisé la linéarité de la dérivation. Ceci prouve que ® est un endomorphisme.

Q6. Q(X) = X. Q'(X) = 1 et Q"(X) = 0 donc | B(Q)(X) = —2X |

Q7. Soit P € Ry[X]. P’ =0 donc ®(P) = 0 ce qui prouve que P € ker ® et donc ‘RO[X] C ker ® ‘

Q8. Soit n € N. Soit P € R,[X]. Montrons que ®(P) € R,[X]. On calcule le degré de ®(P) sachant
que deg(P) < n.

deg(®(P)) = deg((1 — X?)P')) =1 =2+ deg(P') — 1 =2+ (deg(P) — 1) — 1 = deg(P) <n

Donc ‘ ®(P) € R, [X] ‘ Ceci prouve que R, [X] est stable par ®.

Partie I1I- L’endomorphisme sur Ry[X]
Puisque Ry[X] est stable par ®, on peut considérer 'endomorphisme f induit par ® sur Ry[X] :

f:PeP(X)eR[X] > ((1 - X?)P'(X)) € Ro[X]

Q9. On calcule f(1) =0, f(X) = —2X et f(X?) = (1-X?)2-2X x2X =2-2X?-4X%2=2-6X".
La matrice demandée est donc

0 0 2
0 -2 0
0 0 -6

Q10. La trace et le déterminant de f sont ceux de la matrice ci-dessus donc ‘ tr(f) = —8 et det(f) =0 ‘

Qll. PO =1 donc @(Po) =1= PQ.
Py =2X donc ®(Py) = —4X = —2P,.
P, =12X2— 4 donc on a

B(Py) = (1—X?)(24) — 2X(24X) =24(1 — X? —2X?) =24(—3X? +1) = —6(12X% —4) = —6P,

Q12. La matrice demandée est donc

0 0 O
0 -2 0
0o 0 -4
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Probléme 2. Variables aléatoires a valeurs dans {—1,1}. CCINP 2021.

Dans ce probléme, toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (2, P). Pour X une variable aléatoire sur 2, on note X (2) ’ensemble de ses valeurs.

On dit qu'une variable aléatoire X sur (£2,P) suit une loi de Rademacher lorsque :
XQ)={-1,1}, PX=-1)==, PX=1)=
Les deux parties sont indépendantes.

Partie I- Marche aléatoire sur un carré

Dans cette partie, le plan usuel R? est muni d’un repére orthonormé direct.

I.A- Rotations du plan. Soit # € R. On note fy : R> — R? ’endomorphisme canoniquement associé

a la matrice
_ [cos(f) —sin(8)
By = <sin(9) cos(#) >
Q1. Pour (z,y) € R?, fo(x,y) = (cos(8)x + sin()y, — sin(8)x + cos()y).

Q2.

_ [cos?(0) + sin*(0) 0 =
RyR_g = < 0 cos?(0) + sin2(9)> B

On en déduit que Ry est inversible et | R, L—R_ 4|

A partir de cette question, on identifie le plan complexe C au plan usuel R?. Ainsi, a chaque point
(w,1) € R? est associé une unique affixe z = x + iy € C.

Q3. Soit (z,y) € R%. On a vu que fy(x,y) = (cos(d)x + sin(0)y, —sin(f)z + cos(h)y). L affixe cor-
respondante de fy(z,y)est donc z = (cos(f)x + sin(f)y) + i(—sin(f)x + cos(f)y). En rappelant que
e = cos(0) + isin(f), on vérifie que ¢ (x + iy) = z, qui est donc bien I'affixe cherhé. .

Pour la suite de cette partie, on admet que fy est 'endomorphisme de rotation d’angle 6 et ayant
pour centre 'origine, et qu’elle est représentée par 'application complexe rg : C — C définie par :
10

ro(z) = €"* on z € C.

I.B- Racines n-iémes de unité. Dans cette sous partie, n désigne un entier naturel non nul. On
rappelle qu’une racine n-iéme de 'unité est un nombre complexe z vérifiant 2™ = 1. On note pour
ke{0,...,n—1}, wx = exp(ng”i).

Q4. Sin =4, ona’ wo=1l,w; =t,ws =—1 etw;;:—i‘.

Q5. Tout d’abord, une conséquence du théoréme de d’Alembert-Gauss permet d’affirmer que I’équation

complexe 2" — 1 = 0 admet n racines (en tenant compte des mutiplicités).
okw \ T .
Ensuite, soit k € [0,n—1]; (wk)" = (d%) e e?k™ = 1 donc wy, est racine de I'équation 2" —
olvre

1 =0, pour tout k& € [0,n — 1]. | Les racines n—iéme de 'unité sont bien {wk, pour k € [0,n — 1]]}

27 2o 2kw . (2k+2)m .
Q6. 7o/ (Wi) =€ mwp =e'men =€ w  onabien:|ryy, (W) = Wiyt | Enfin, ror s (wn-1) =17

I.C- Marche aléatoire sur un carré.
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Q7. L’affixe A,,41 est obtenue a partir de I'affixe A,,, soit par une rotation dans le sens trigonométrique
) ™ 1T . . . s s
d’angle —, dans ce cas A,1+1 = €'2 A, ; soit par une rotation dans le sens horaire d’angle —5 et dans
ce cas
;T . ’ . . . . ’
Ap+1 = e *2 A, ; or la variable aléatoire D,, vaut 1 si la rotation s’effectue dans le sens trigonomé-

. . . ;T
trique et vaut —1 si elle s’effectue dans le sens inverse, donc | A1 = etzPr A,

Q8. Soit n € N.

Les événement { (A4, = 1), (A4, =1i), (A, = —1), (A, = —i)} forment un systéme complet d’événe-
ment, donc, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(Any1=1)=P((Any1 =1)N(An = 1)) + P((Ans1 = 1) N(An =4)) + P((Any1 = 1)N(An = —1)) + P((Any1 =
)N (An = —1i))

L’événement (An+1 = 1) n’est réalisable que si (An = z) ou (An = —i), donc P((An+1 =1)N(4, =
1)) =0et P((Apy1 =1)N (A, = —1)) =0; il reste :

P(Api1=1)=P((App1 = 1) N (An =14)) + P((App1 = 1) N (Ap = —10))

= P(An = i)P(An:i) (An+1 = 1) + P(An = _i)P(An:—i) (AnJrl = 1)

or laiguille se déplace dans le sens trigonométrique ou le sens inverse avec une probabilité de 3 donc :

1 1 . 1 . 1
Pa,—iy(Ant1=1) = B et Pa,——i)(Any1=1) = X onabien:|P(A,41=1) = §P(An =)+ §P(An

P(Ans1=1) = $P(A, = 1) + $P(A, = —1)
Q9. De méme, on a :| P(A,41 =—1) = %P(An = i)+ %P(An = —)
P(Apt1 = —i) = §P(Ay = 1) + 3 P(A, = —1)

On note la matrice M et le vecteur u suivants :

et u=

N= O N= O
O O o=
N= O N O
O = O
— = =

Q10. En effectuant les opérations élémentaires Lg < L3 — L1, Lg < L4 — Lo et L1 <> Loy, on obtient
une matrice échelonnée de rang 2 donc |rg(M) = 2| On en déduit que ‘ M n’est pas inversible ‘

Q11. On pose X = (zl To T3 $4)T et on résout le systéme linéaire M X = —X. Aprés calculs, on
trouve que les solutions sont les éléments de Vect((1,—1,1,—1)) et donc une base de ker(M + I;) est

donnée par ‘ B=((1,-1,1,-1)) ‘ Par suite, ‘dimker(M +L)=1 ‘

Q12. . La matrice ker(M — I4) # {0} donc ‘M — I n’est pas inversible. ‘ On consideére la

matrice colonne

P(A4, =1)
_ P(An = Z)
Un =1 pa, = -1
P(A,, = —i)
1 P(A, =1
's 1o e , 0 : P(A, =1)
On suppose qu’a I’étape 0, I'aiguille indique ’Est et donc que Uy = ol- SiU, = P(A, = -1) |
0 P(A,, = —i)
P(An+1 == 1)
‘ _ | PlAnp1=1) ‘ o rbcédents _ i _
alors Up41 = et par les calculs précédents, U,+1 = MU,. On en déduit que U,, =
P(Ap41=-1)
P(An+1 = —Z)
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M™Uy. 11 faut alors calculer M™. Bonus : Pour cela, on peut diagonaliser M et écrire M = PDP~!

000 O
(avec D = 8 8 (1) 8 dans notre cas, alors M" = PD"P~!,
0 00 -1

Partie II- A propos des lois de Rademacher

Dans cette partie, on fixe un entier n € N*. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Rademacher.
Q13.E(X)=-1x4i+1x1i=]0]

Q14. Par la formule de Konig-Huygens, V(X) = E(X?) — E(X) = E(X?) ici. Par la formule de
transfert, E(X?) = (—1)2 x £ + 12 x L = 1. Donc | V(X) =E(X?) =1|.

Dans la suite, on considére X1, ..., X,, une suite de n variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes et suivant toutes la méme loi de Rademacher.

Q15. Soit i,j € {1,...,n} différents (i # j). X; et X sont indépendantes donc E(X;X;) = E(X;)E(X;) =
0x0= @

X;+1

Pour i =1,...,n, on note Y; = =4

Q16. Y; vaut 1 quand X; = 1 et Y; = 0 quand X; = 0. Donc| X; suit la loi de Bernoulli de paramétre %

Q17. On note Y = )" | Y. Par opérations sur des variables indépendantes, Y7, ...,Y;, sont mutuel-

lement indépendantes. Par le cours, | Y suit donc la loi binomiale B(n, p) ‘
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