Feuille d’exercices

Année 2024/2025

An3 - Séries numériques

{Natw"e de séries]

—
@ - Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

a) ne’\/lﬁ c) 7\/5(1:?11(”)) e) In (722122)
1 n? n
b) nt(—1)"v/n d) (=] f) e— (1+%) .

—_
@ - Etudier, en fonction des paramétres a, 3 € R, la convergence de la série

de terme général
1

n®In(n)?’

—_
@-Onnote, pour n > 1, Un:%

1. Peut-on appliquer le critére spécial des série alternées a > uy, ?
2. Donner un équivalent simple de (u,,). Peut-on conclure quant a la convergence
de la série > uy, ?

3. Montrer que u,, = )

NG
4. En déduire la nature de la série de terme général u,,.

- % +7r,our, = O(ﬁ)

* - Etudier, selon la valeur du paramétre a > 0, la nature de la série de terme
général arctan(n + a) — arctan(n).

-Etudier, selon la valeur du parameétre a € R, la nature des séries de terme
général suivant :

a) e%flf%

| b) n!

nan

| c) cos(%)flf%

* - Etudier, selon la valeur du paramétre a > 0, la nature de la série de terme

général
- 1
Uy = —_—
kZ:l (k+mn)e

[ Calculs de valeurs }

-Montrer que la série de terme général

1 2 1
=t
\/’}’L—l \/ﬁ vn+1

pour n > 2, est convergente et calculer sa somme.

Unp,

P
- Etudier, selon la valeur des paramétres a,b € R, la nature des séries de
termes généraux suivants. En cas de convergence, calculer la valeur de la somme.

a) vn+avn—+1+byn+2 | b) In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2)

—
40D
@ & - Un somme qui vaut /4.

1. Déterminer la nature de la série (divergente, semi-convergente, absolument
(="
2n+1 "

_Nxwn  (=DF
2. Pour n > 1, on note S, = >, _, Rt

1
= [, #**dz, montrer que

convergente) de terme général

a) En utilisant que ﬁ

1 1 2\n-+1
1 —
Sn,/ ﬁdm:/ (S i
7I2)n+1

b) Montrer que lim,, ;o fol (1de =0.

¢) En déduire la valeur de 27> (="

n=0 2n-+1 "
-Fait en cours.

1. Déterminer la nature de la série (divergente, semi-convergente, absolument

(71)77,
n+1 °

convergente) de terme général
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+oo (=1)"
n=0 n+1 °

2. En s’inspirant de I’exercice précédent, montrer calculer >

-Calculer la somme de la série suivante aprés avoir vérifié sa convergence :

+Oon—&—l
> 5

n=0

-Un peu de trigo.

1. Soit a €0, 7/2[. Simplifier 'expression H cos (2%)
k=0

2. En déduire la nature de la série suivante et sa somme :Y_ In (cos (5%)).

[C’ompamz'son série/’ intégmle}

FN
@ - Séries de Riemann.
1

1. Soit @ < 1. A l'aide d’une comparaison série/intégrale, retrouver que » —=
diverge et déterminer un équivalent simple de la somme partielle >";'_; k% quand
n — +00.

2. Soit a > 1. A T'aide d’une comparaison série/intégrale, retrouver que n%
converge et déterminer un équivalent simple du reste ZZZOZ 11 k% quand n — +o0.

c¢) Conclure.

-Déterminer un équivalent simple de ZZ:Q ﬁ(k) lorsque n — 4o00.

EExercices plus théoriques}

16]-

. S . . . 2 b2
1. Question préliminaire : montrer que pour tous a,b > 0, ab < %

2. Soit (up)nen une suite positive telle que la série de terme général w,, converge.
Etudier la nature de la série de terme général @

=
'@ - Soit (un)nen une suite positive telle que (u,)*/™ converge vers £ €
R4 U {+o0}.
1. Montrer que si ¢ € [0, 1], alors la série > u,, converge.
2. Montrer que si £ > 1, alors la série Y u,, diverge grossiérement. Cette régle

s’appelle la régle de Cauchy (hors programme) et ressemble beaucoup a la régle de
d’Alembert.

_—
@ - Série harmonique. Pour n > 1, on note H,, = > ;_; %
1. Montrer que H,, ~ In(n).

2. On note v, = H,, —In(n). L’objectif de cette question est de montrer que (v,)
converge. Sa limite, notée v, est appelée la constante d’Euler.

__1_
2n2 "

b) En déduire la nature de la série > v,11 — vy,

a) Montrer que v,4+1 — v, ~
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