EQ. DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Chapitre An5 : Eq. différentielles linéaires

Introduction

Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation dont 'inconnue est
une fonction f: R — R ou R — C, qui fait intervenir des dérivées de f. Les EDO
apparaissent naturellement en physique (équation du mouvement en mécanique,
dans les circuits électrique, etc.), en biologie (évolution d’une population), en épi-
démiologie (modélisation d’une épidémie). Dans la plupart des cas, on ne sait pas
résoudre explicitement les EDO. On doit alors utiliser des méthodes numeériques.
Dans ce cours, s’intéressera plus particuliérement aux équations différentielles li-
néaires. En premiére année, ’étude des EDL s’est arrétée au cas des coeflicients
constants. Nous irons plus loin cette année et verrons quelques nouvells méthodes
pour la recherches de solutions.

1 EDL d’ordre 1

Notation : K = R ou C. Si 'on adopte la notation K, c’est que tout marche pareil
si I'on prend des coeflicients réels ou complexes.

1.1 Définitions et résultats théoriques
—— Définition.

Une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur un intervalle I est une
équation de la forme (€) : ¢y + a(z)y = b(x), ou
e y: I — K est I'inconnue de I’équation différentielle, c’est une fonction
dérivable sur I, & valeurs dans K
e a : I — K est une application continue. Lorsque a est constante,
on parle d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficient
constant ;
e b est une application continue. On dit que c’est le second membre.
Une application f: I — K est solution de (£) si f est dérivable et si pour
tout z € I, f'(x) + a(z) f(z) = b(z).

Remarque.

On peut aussi regarder des équations de la forme a(x)y’ + b(z)y = c(z). Si a ne
s’annule pas, en divisant I’équation par a, elle est équivalente a ’équation

b(x

y/ + Qy — \7

a(x)

Notations. C’est une convention : on garde la variable x dans les fonctions de
I’équation, sauf dans I'inconnue, souvent notée y, mais qui peut prendre n’importe
quel nom.

La variable = est aussi souvent notée ¢t. Sachez vous adapter & I’énoncé!

Exemple(s). L’équation pour la tension aux bornes d’un condensateur dans un
. : du 1 _ 1 ) 2 : / 1. 1 5
circuit RC est R%; + zu = oo, que 'on peut réecrire v’ + 55U = FaUoo. Cest

une EDL d’ordre 1 & coefficients constants.
—— Définition.

On appelle probléme de Cauchy la donnée d’une équation différentielle
linéaire avec des conditions initiales. Dans le cas de ’ordre 1, un probléme
de Cauchy posséde une unique condition initiale et peut s’écrire :

{ Y+ ala)y = b(x)

y(zo) = Yo

ol, avec les notations précédentes, xo € I et yg € K ou C.

——— THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ DANS CE CADRE

Soit I un intervalle, a : I — K et b: I — K des applications continues. On
considére xg € I et yo € K. Alors, le probléme de Cauchy

{ Y +a(x)y = b(x)
y(w0) = Yo

posséde une unique solution.

Remarque.
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EQ. DIFFERENTIELLES LINEAIRES

L’unicité est tout aussi importante que l'existence. Voir par exemple le cours sur
les développements en série entiére.

1.2 Reésolution de I’équation homogéne
—— Définition.

Une équation différentielle d’ordre 1 est dite homogéne si le second
membre est nulle.

Siy'+a(z)y = b(x) est une EDL d’ordre 1, son équation homogéne associée
est I’équation y’ + a(x)y = 0.

RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE - CAS CONSTANT

Soit a € K. Alors, les solutions de 1’équation 3’ +ay = 0 sont les applications
de la forme x € R — Ae %", avec A € K. Autrement dit, I’ensemble des
solutions est {x — Ae™ %", X € K}.

RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE - CAS GENERAL

Soit a : I — K continue. On considére A une primitive de a. Alors, les
solutions de l'équation y’ 4+ a(z)y = 0 sont les applications de la forme
r € R — Xe 4@ avec A € K. Autrement dit, '’ensemble des solutions est
{z = Xe™ 4@ X € K}.

Remarque.
Sixzgel, A(z) = ffo a(t)dt est une primitive de a.
Démonstration. En classe.

COROLLAIRE — L’ensemble des solutions d’une EDL homogéne d’ordre 1 est un
espace vectoriel de dimension 1. Autrement dit, c’est une droite vectorielle.

Exemple(s). Déterminer ’ensemble des solutions de 3’ + zy(z) = 0.

Erreur fréquente.

| Pour ne pas se tromper dans le signe, on dérive la solution que l'on veut
proposer pour vérifier que c’est effectivement la solution !

1.3 Reésolution dans le cas général

PROPOSITION — Principe de superposition. Soit a : I — K continue et by, by :
I — K deux applications continues. Si f; est solution de ¢’ + a(x)y = b;(z) pour
i=1,2, alors f; + fo est solution de y' + a(x)y = by (x) + ba(x).

Démonstration. En classe.

COROLLAIRE — Soit a,b: I — K deux applications continues. On suppose connue
une solution particuliére de f : I — K de 3y’ + a(z)y = b(x). Alors, les solutions de
I’équation ¢’ +a(z)y = b(z) sont les applications = € T +— f(z) + e 4@ ou A € K
ou A est une primitive de a sur I.

Démonstration. En classe.

On retiendra le fait suivant : les solutions sont de la forme

‘ Solution particuliére + Solutions de I’équation homogéne

ﬁ Savoir-faire.

Pour résoudre I’équation y' + a(z)y = b(x) :

e On résout ’équation homogeéne.

e On trouve une solution particuliére fy. Cela est possible dans certains

cas.

e On les additionne.
Si de plus, on veut résoudre un probléme de Cauchy, avec condition initiale
y(z0) = yo, il faut calculer la bonne constante pour la solution de 1’équation
homogeéne en résolvant une équation du premier degré (donc simple).

Remarque.
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Cas important : Equation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficient
constant et second membre constant.

L’équation ¢’ + ay = b posséde une solution constante :
de trouver y = g comme solution particuliére.

il suffit de faire ¢y’ = 0 et

Exercice 1 Recharge d’'un condensateur. On recharge un condensateur initiale-
ment chargé avec une tension U(0) = Vp, en branchant un générateur qui impose une
tension E. La tension aux bornes du condensateur vérifie I'équation Ry’ + & = %
Déterminer U (t) au cours du temps et calculer sa limite quand ¢t — +oo. Tracer le

graphe de la solution.

1.4 Meéthode de variation de la constante
2 EDL d’ordre 2

2.1 Deéfinition et résultats théoriques
—— Définition.

Une équation différentielle d’ordre 2 sur un intervalle I est une équation de
la forme

&)y +alx)y +b(z)y = c(x)

ou
e y est 'inconnue : c’est une fonction deux fois dérivable sur I, a valeurs
dans K

e a,b: I — K sont des applications continues (ce sont les coefficients) ;

e ¢: I — K est une application continue (c’est le second membre).
Une application f : I — K est solution de (£) si f est deux fois dérivable

et si pour tout x € I, f"(z) + a(z)f'(x) + b(x) f(z) = ().

Remarque.

On peut aussi regarder des équations de la forme a(z)y” +b(z)y" +c(x)y = d(z). Si
a ne s’annule pas, en divisant I’équation par a, elle est équivalente & une équation
de la définition.

— Définition.

On appelle probléme de Cauchy la donnée d’une équation différentielle
ordinaire avec des conditions initiales. Dans le cas de ’ordre 2, un probléme
de Cauchy posséde deux conditions initiales, portant sur la valeur de y et
de y' et peut s’écrire :

y" +a(x)y +b(x)y = c(z)
y(wo) = Yo
Y (v0) = 10

ol, avec les notations précédentes, oy € I et yg,y1 € K.

THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ DANS CE CADRE

Soit I un intervalle et a,b,c: I — K des applications continues. On consi-
dére xg € I et yp,y1 € K. Alors, le probléme de Cauchy

y" +a(z)y' +b(x)y = c(x)
y(x0) = Yo
Y (v0) =

posséde une unique solution.

2.2 Reésolution de I’équation homogéne

Définition.

Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est dite homogéne si le second
membre est nulle.

Siy"+a(z)y’ +b(x)y = c(z) est une EDL d’ordre 2, son équation homogéne
associée est I'équation y” + a(z)y’ + b(z)y = 0.
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Erreur fréquente.

Il est en général difficile de résoudre une équation différentielle lorsque les
coefficients ne sont pas constants.

En général, on pourra simplement dire que

STUCTURE DE L’ENSEMBLE DE SOLUTIONS
Soit I un intervalle et a,b : I — K continue. On note E ’ensemble des
solutions y : I — K de I’équation différentielle y” + a(z)y’ + b(z)y = 0.
Alors E est un K-espace vectoriel de dimension 2.

Rappel dans le cas des coefficients constants
—— Définition.
Soit a,b € K. On considére ’'EDL homogéne d’ordre 2, vy’ + ay’ + by = 0.

Son équation caractéristique est I’équation r2 4+ ar 4+ b = 0, d’inconnue
.

C’est une équation polynomiale de degré 2. On notera A = a? — 4b son discrimi-
nant. Ses racines jouent un role crucial dans la résolution de I’équation homogéne.
Contrairement au cas de I'ordre 1 ou le fait de travailler avec des fonctions a valeurs
réelles ou complexes ne change rien a ’étude, dans le cas de l'ordre 2, il faudra faire
attention au contexte, car les 2 situations différent.

——— RESOLUTION DE L'EQUATION HOMOGENE. CAS COMPLEXE.

On reprend les notations précédentes. a et b peuvent étre complexes. Les
solutions & valeurs complexes de 1’équation y'’' +ay’+by = 0 sont décrites
ci-dessous.
e Si A # 0, on note 71,72 les deux racines complexes de 1’équation
caractéristique. Les solutions sont alors les applications de la forme
T = Ae"* + pe® avec A\, p € C.

e Si A =0, on note r I'unique racine. Les solutions sont alors les appli-
cations de la forme x — Ae"™ + pxe™ avec A\, u € C.

Ce théoréme donne donc une base de ’ensemble des solutions.

RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE. CAS REEL.

On reprend les notations précédentes. a et b sont nécessairement réels. Les
solutions a valeurs réelles de ’équation 3" + ay’ + by = 0 sont décrites
ci-dessous.
e Si A > 0, on note 71,7y les deux racines réelles de ’équation ca-
ractéristique. Les solutions sont alors les applications de la forme

T = Ae"T + pe™® avec A\, u € R.

e Si A =0, on note r I'unique racine. Les solutions sont alors les appli-
cations de la forme x +— e 4 pxe™ avec A, p € R.

e Si A < 0, les deux racines sont complexes conjuguées et s’écrivent
—gEi ;A. On note w = ¥ ;A

de la forme

. Les solutions sont alors les applications

x

z — (A cos(wz) + psin(wz))e” 2

avec A\, € R.

Ce théoréme donne donc une base de ’ensemble des solutions.

La grande différence réside donc dans le cas A < 0. Lorsque a,b € R, si A < 0,
soit on cherche des solutions & valeurs complexes et le premier théoréme s’applique,
soit a valeurs réelles et il faut donc appliquer ce dernier théoréme.

Lorsque l'on cherche & résoudre un probléme de Cauchy associé, il faut alors
trouver les bonnes constantes A, u.

2.3 Reésolution dans le cas général
2.3.1 Principes généraux.

PROPOSITION — Principe de superposition. Soit a,b: I — K continues et ¢y, cs :
I — K deux applications continues. Si f; est solution de y” +a(z)y’ +b(x)y = ¢;(z)
pour ¢ = 1,2, alors f1 + fa est solution de y” + a(x)y’ + b(x)y = ¢1(z) + ca(x).

COROLLAIRE — Soit a,b, ¢ : I — K des applications continues. On suppose connue
une solution particuliere de f : I — K de y” + a(x)y’ + b(z)y = c(z). Alors, les
solutions de 'équation y” + a(z)y’ + b(x)y = ¢(z) sont les applications de la forme
x— f(x) + g(z) ou g est une solution de 'équation homogene.
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On retiendra le fait suivant : les solutions sont de la forme

‘ Solution particuliére + Solutions de I’équation homogéne

fg Savoir-faire.

Pour résoudre léquation y” + a(x)y’ + b(x)y = c(x) :
e On résout I’équation homogéne.
e On trouve une solution particuliére f;. Cela est possible dans certains cas,
mais c’est en général difficile, voire impossible (sauf pour le cas constant).
A Tlexception du cas constant, la recherche d’une solution particuliére
devrait étre guidée.
e On les additionne : cela donne toutes les solutions.
Si de plus, on veut résoudre un probléme de Cauchy, avec conditions initiales
y(xo) = yo et y'(xo) = w1, il faut calculer la solution de 1’équation homo-
géne qui convient. Cela revient a résoudre un systéme de deux équations a 2
inconnues.

2.4 Zoologie : quelques méthodes de recherches de solutions

2.4.1 Seconds membres EDL a coefficients

constants

particuliers pour les

On fixe a, b € K et on s’intéresse a VEDL y” +ay’+by = c¢(x) pour des applications
¢ de formes particuliéres.

eSecond membre constant. On sait déja traiter le cas du second membre nul.
Lorsque le second membre est une fonction constante c(x) = c et que b # 0, il existe
toujours une solution constante : c’est {. En effet, c’est clairement une solution de
y" + ay + by = ¢ puisque ¢y =0 et ¢y’ = 0.

Exercice 2 Résoudre le probléme de Cauchy suivant

y'+ 9y =1
y(0) =1
y'(0)=0

eSecond membre de la forme Ae®*.
On considére a,b € R, @ € R et A un réel ou complexe non nul. On peut trouver
une solution particuliére de 1’équation y”’ + ay’ + by = Ae®*. 1l faut distinguer les
cas selon que o est ou pas racine de 1’équation caractéristique 72 + ar + b = 0.

e Si ce n’est pas une racine, on peut trouver une solution de la forme me®*.

e Si c’est une racine simple (i.e. A > 0), on peut trouver une solution de la forme
maxe*”

e Si c’est une racine double(i.e. A = 0), on peut trouver une solution de la forme

maZe®®

Dans tous les cas, il faut trouver la valeur de m, en fonction de A, a,b et a.
Exercice 3 Trouver une solution de 3" — 4y’ + 3y = 2e3*

eSecond membre de la forme A cos(wz) 4+ Bsin(wz) . On considére a,b € R,
A, B deux réels et w > 0. On peut trouver une solution particuliére de 1’équation
y" + ay’ + by = Acos(wzx) + Bsin(wz). Il faut distinguer deux cas.

e Si c’est 'équation de l'oscillateur harmonique non amorti a = 0 et b = w3 >

0) et que , on peut trouver une solution de la forme Asz cos(wz) +
Box sin(wz).

e Dans tous les autres cas, il y a une solution de la forme A, cos(wz)+ Bs sin(wz).

Dans tous les cas, il faut trouver la valeur de As et Bs, en fonction de A, B, a,b et w.

2.4.2 Recherche de solutions polynomiales
2.4.3 Recherche de solutions DSE

2.4.4 Résolution par abaissement d’ordre
2.4.5 Résolution par changement de variable

3 Systémes d’équations différentielles

3.1 Le systémes X' = AX

3.2 Résolution en pratique
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3.3 Lien entre EDL d’ordre n a coefficients constants et sys-
téme linéaires différentiels a n équations

Application : Résolution de I’équation homogéne d’ordre 2.

On traite le cas réel. On considére | a,b € R| et on cherche a déterminer ’ensemble

des solutions a valeurs réelles de I’équation homogeéne :

‘(5) : y”—&—ay'—&—by:O‘

Etape 1 : Soit ¥ : R — R une solution de £. On introduit le vecteur Y = (yy,>

Par le cours[l] Y : R — R? est solution de

Y’—AYavecA_<0 1)
—-b —a

Etape 2 : On cherche donc a résoudre Y/ = AY.
1. On commence par voir si A est diagonalisable.

e On calcule

-1

— _ 2
Xt =XX +a)+b=X"+aX +b

xa(X) = ‘)b(

e Les valeurs propres de A sont les racines de x4 : on est donc amenés a
résoudre 'équation x 4(r) = 0, d’inconnue r € R, soit encore I’équation

‘r2+a7‘+b:0

On retrouve I’équation caractéristique de £! Il n’y a en fait rien de
surprenant puisque c’est de l1a qu’elle vient !

e On est donc amené a distinguer les cas selon la valeur du discriminant
A = a? — 4b.

On finit alors la résolution dans chacun des cas A >0, A=0et A <O0.

1. Vous devez néanmoins étre capables de refaire ce calcul

2. Dans ce cas, ’équation 72 +ar +b = 0 posséde deux solutions réelles distinctes
71,79 qui sont les deux valeurs propres de A. x4 étant scindé a racines simples,
A est diagonalisable et I’on peut écrire

A=P (” O) P!
0 )
3. Pour résoudre Y/ = AY, on introduit la nouvelle inconnue X = P~'Y. Par le

cours X est solution de X' = (:)1 7?) X.
2

4. Silon note X = <i1>, on a donc le systéme différentiel
2
xy =ria
xh = roxy
Ainsi, il existe aq, s € R tel que pour tout ¢t € R,

{ x1(t) = ety

x2(t) = e™tay

5. On revient alors 4 Y = PX. Notons

a b
)
Pour t € R, on a alors

a b\ (etar)  [(aar)e™t + (bag)e™!

c d)\e™asy)  \(cag)e™t + (dag)e™?

Etape 3 : 1y étant la premiére coordonnée de Y et puisque a; et ao sont
quelconque, en posant A\; = aay et Ay = bag, on trouve que y est de la forme

Y(t) =

’y(t) = A"t 4 e

Réciproquement, toute fonction de cette forme est bien solution de &.

2. Vous devez néanmoins étre capables de refaire ce calcul
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2. Dans ce cas, x4 posséde une racine double, disons 79 € R : x4(X) = (X —79)%.
Si la matrice A était diagonalisable, on aurait

dimker(A — 1) = 2 = dimR?

et donc A — rols = 0 ou encore A = rgl5 ... ce qui n’est manifestement pas
le cas! Donc A n’est pas diagonalisable. Qu’a cela ne tienne, x4 reste scindé
donc A est trigonalisable : il existe P € GL2(R) et « € R tels que

A=P (TO 0‘) p1
0 To

3. Pour résoudre Y’ = AY, on introduit la nouvelle inconnue X = P~'Y. Par le

cours X est solution de X' = <7E)O f) X.
0

4. Sil'on note X = <i1), on a donc le systéme différentiel
2

xh =rox1 + axs
xh = roxy

On résout ce systéme différentiel triangulaire en le remontant :

- Puisque 74, = roxs, il existe ay € R tel que pour tout t € R, z5(¢) = e™as.
- x1 est alors solution de z} = rozy + aase™!. C’est une équation différen-
tielle linéaire d’ordre 1 : on sait faire!
« L’équation homogéne associée est zj = rox1, donc les solutions de
I’équation homogeéne sont de la forme Ae™? avec A € R.

« On cherche une solution particuliére =, a 1’aide de la méthode de
variation de la constante : on cherche une solution de la forme z,(t) =
A(t)e™t. On calcule alors

a,(t) = N (t)e™" + A(t)roe”™" = N (t)e™" + rowp(t)

3. Vous devez néanmoins étre capables de refaire ce calcul

On en déduit que z, est solution de x} = ror1+taaze’! siet seulement
si
N(t)e™ = aage™ <= N(t) = aas

On peut donc prendre A(t) = «ast et lon trouve que
zp(t) = aaste™" est solution particuliére.

o 1 ¢étant de la forme ‘xp—i— solution de I’équation homogéne |, on en

déduit alors qu’il existe a; € R tel que

71(t) = a1e™" + (aay)te™!

a b
c d
Pour t € R, on a alors

Y(t) = (” b) (0‘16’“ " <aa2>te”’t) _ <a<a1emt + (aqn)ter™) + (zm)erot)

c d e"tag c(a1e™t + (aag)te™?) + (dag)em!

5. On revient alors & Y = PX. Notons

P:

Etape 3 : y étant la premiére coordonnée de Y, on a
y(t) = (acq + baz)e™" + acaqte™!

et puisque ay et as sont quelconque, en posant \; = aay + bag et Ay = aaas, on
trouve que y est de la forme

[v(6) = O+ 2™

Réciproquement, toute fonction de cette forme est bien solution de &.
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5. On revient alors 4 Y = PX. Pour t € R, on a alors

C’est le cas le plus subtil, mais stirement le plus intéressant puisque l’on ren- wy wr) [e*tay (wlal)eZt + (w1a2)eZt

contre trés souvent cette équati ill h i i ou faibl Y(t) = Wy zt - #t 4 (wa zt
quation (0501 ateur harmonique non amorti ou faiblement wo  Way e oo (wgal)e + (wgag)e

amorti).

2. Dans ce cas, x4 posséde deux racines complexes conjuguées, z et Z (A est alors Etape 3 : y étant la premiére coordonnée de Y', on a done
. . o / B
diagonalisable sur C (mais bien évidemment pas sur R ! ). y(t) = (wion)e™t + (Wran)e™

Notons U = (“') € €2 le vecteur propre de A associée a la valeur propre . . R )

w2 Mais puisque y est a valeurs réelles, on a y(t) = Re(y(t)).

z et notons U = Zjl) On a en fait, puisque A est & coefficient réels et que
2

AU = zU, S et = emoteit = "ot (cos(wt) + isin(wt))

AU = AU = AU = 2U =zU

de sorte que U est un vecteur propre associé a la valeur propre ZEI

On rappelle par ailleurs que si avecrg € Retw e R, on a

et

e*t = et = ™! (cos(wt) — isin(wt))

. . w1 Wl L, .
1 A P =
On peut done diagonaliser 4 en prenant (wz 102) ot eerire que En développant les calculs, on peut alors montrer qu’il existe A, u € R tels que
A=P <S O) pt ‘y(t) = ™" (X cos(wt) + psin(wt)) ‘
Z

Réciproquement, toute fonction de cette forme est bien solution de &.
3. On introduit la nouvelle inconnue X = P~Y. Attention, X est désormais

G valeurs complexes, alors que Y est a valeurs réelles. Par le coursﬂ X est
z 0 Remarque.

Ak

solution de X' =
L’étude du cas complexe est similaire, et méme légérement plus simple puisqu’il

o1 suffit de traiter les cas A # 0 (analogue au cas réel A > 0 et A = 0, qui se traitent
4. Silon note X = (x ), on a donc le systéme différentiel de facon analogue.
2

i

Ainsi, il existe ag,as € C tel que pour tout ¢ € R,

{mw:wm

To(t) = e*tay

T

z
ZXo2

NS~

4. C’est un fait utile, bon & garder en téte
5. Vous devez néanmoins étre capables de refaire ce calcul

Vacossin Lucas 8 TSI2 - Lycée Robert Doisneau (Corbeil-Essonnes)
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