SERIES DE FOURIER

Chapitre An7 : Séries de Fourier

1 Fonctions définies par morceaux
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FIGURE 1 — Exemple 1 : La fonction f est 2m-périodique et définie pour x €] — m, 7| par
f(x) = z. Elle est C' par morceaux mais pas continue.
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FIGURE 2 — Exemple 2 : La fonction ¢ est 2m-périodique et définie pour x €] — m, 7] par
g(x) = 2% g est C' par morceaux. g est continue.

2 Coefficients et séries de Fourier d’une fonction 7-périodique

f : R — R désigne une fonction continue par morceaux T-périodique.

2.1 Coefficients de Fourier

On note w = 2?"

1 (T
() = 7 / f(@)da.
Pour k£ € N*¥,
ar(f) = %/o f(x) cos(kwz)dx et b(f) = %/0 f(x) sin(kwz)dz.

PROPOSITION — Si la fonction est paire, les coefficients b, (f) sont tous nuls.
Si la fonction est impaire, les coefficients a,(f) sont tous nuls.
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2.2 Deux exemples

Exemple 1 : Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f de 'exemple 1.
Exemple 2 : Calculer les coefficients de Fourier de la fonction g de 'exemple 2.

2.3 Séries de Fourier

La série de Fourier de f est la série de fonctions

x— ao(f) + Z an(f) cos(nwzx) + b, (f) sin(nwz)).

n>1

La somme partielle de la série de Fourier de f est la fonction

Sn(f)(x) = ao(f) + Z (ar(f) cos(kwzx) + by (f) sin(kwz)).

3 Théoréme de convergence

3.1 Théoréme de Parseval

THEOREME DE PARSEVAL

Soit f : R — R continue par morceaux et T-périodique. Les séries > aZ(f) et > b2(f)

convergent et I'on a
+oo

7| ron =+ 53 e i)

n=1

Exemple 1 : Appliquer le théoréme de Parseval a la fonction f de ’exemple 1 pour obtenir
la valeur d’une série.

Exemple 2 : Appliquer le théoréme de Parseval a la fonction g de ’exemple 2 pour obtenir
la valeur d’une série.

3.2 Théoréme de Dirichlet

THEOREME DE DIRICHLET

Soit f: R — R C! par morceaux et T-périodique.
Soit x € R. La somme partielle de la série de Fourier de f en = converge et sa limite vaut
5 (limy .~ f(y) + lim,_,+ f(y)). Autrement dit,

+Z (an(f) cos(nwx) + b, (f) sin(nwz)) = % (lim f(y) + lim f(y ))

y—x~ y—xt

COROLLAIRE — Soit f : R — R C! par morceaux et T-périodique.
Soit z € R. On suppose que f est continue en x. La somme partielle de la série de Fourier
de f en x converge vers f(x). Autrement dit,

) + Z an(f) cos(nwz) + b, (f) sin(nwz)) = f(x)
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Exemple 1 : Appliquer le théoréme de Dirichlet en x = 0 et x = 7 a la fonction f de
I’exemple 1 pour obtenir la valeur d’une série

Exemple 1 : Appliquer le théoréme de Dirichlet en x = 0 a la fonction g de I'exemple 2
pour obtenir la valeur d’une série.

4 La théorie des séries de Fourier cache un espace préhil-
bertien

4.1 L’espace préhilbertien CY

—— Définition.

Soit 7" > 0. On note C% 'ensemble des fonctions f : R — R continues et T-périodiques.

PROPOSITION — C% est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

Démonstration. La fonction nulle est continue et T-périodique. Une combinaison linéaire de fonctions
continues et T-périodique reste continue et T-périodique.

—— Définition.

On définit un produit scalaire sur C3 par

=7 [ foata

PROPOSITION — (-, -} est un produit scalaire sur C%.
Démonstration. e Symétrie : Soit f,g € C3,
(9, f) =
e Bilindarité : Soit f1, f2,9 € C% et A € R,
(fitAfa, 9) =
qui est une conséquence de la linéarité de I'intégrale.
e Positivité : Soit f € C%.,

(f: ) =

e Définie : Soit f € CO telle que (f, f) = 0. On a donc fOT f? = 0. La fonction f? étant continue
et positive sur [0,7], on en déduit que pour tout = € [0,T], f?(x) = 0 donc f(z) = 0. Par
périodicité, on en déduit que f(z) = 0 pour tout = € R.

0

Dans la suite, on note |w = — |
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—— Définition.

Pour n € N, on définit I’élément suivant de C3. :
Cp : T — cos(nwe).
Pour n € N*, on définit I'élément suivant de CY. :

Sp @ — sin(nwz).

Quelques calculs : Pour calculer les normes et produits scalaires qui suivent, nous aurons
besoin de rappeler les formules de trigonométrie suivantes :

1+ cos(2a)

' _ 1 —cos(2a)
2 Y

cos?(a) sin®(a) = 5
cos(a) cos(b) = % (cos (a + b) + cos (a — b))
sin(a) sin(b) = % (cos (@ —b) — cos (a+ D))
sin(a) cos(b) = % (sin (a + b) +sin (a + b))
e Sin =0, ¢ est la fonction constante égale a 1. On a

lleol I* =

e . Soit n € N*.

1 (T
lleal|? = —/ cos?(wnx)dx
T Jo

-1/ )

e Soit n € N*.

o 1 [T
l|snll” = —/ sin“(wnx)dx
T Jo

1 )
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e Soit n,m € N avec n # m.

(e ) = 7 /0 " cos(wn) cos(wma)dz

e 2

_ 1 {
T

e Soit n,m € N avec n # m.

(50 5m) = % /0 " gin(wne) sin(wme)ds
e 2
_ 1 [

|

e Soit n € N et m € N*.

1

T
(Cny Sm) = —/ cos(wnz) sin(wmz)dz
T Jo

-1/ )i

On en déduit le résultat suivant :

FAMILLE ORTHOGONALE DE C%

La famille (cg,c1, 81, -+, Cn, Sn, - - - ) est une famille orthogonale de C2.
La famille (co, v2¢1,v/251, ..., V2¢n, V/25,, ... est une famille orthonormée de C%..

4.2 La somme partielle S,(f) est une projection orthogonale

—— Définition.

On note Ey = Vect(cy) et pour n € N*| on note E,, = Vect(cg, ¢1, 81, .., Cn, Sn)-
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La famille (cg, c1, $1, ..., Cn, Sn) étant orthogonale, ¢’est une base orthogonale de E,,. Une base
orthonormée de E,, est donc donnée par (co, V2e1,v2s1, ...\ 2¢n, \/§sn)

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA SERIE DE FOURIER

Soit n € N et soit f € C2. On note S, (f) la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de
f. Alors, S,,(f) est le projeté orthogonal de f sur E,.

Démonstration. Soit f € COT . Par le cours sur les espaces préhilbertiens, on sait que le projeté
orthogonal de f sur E,, dont on connait une BON, est donné par

P, (£) = {co. o+ D (V2w £)V2er + (251, £)V2s1) = {co. f cO+Z (e fhex+2(sis £)si)
k=0

(co. f / F(t)dt = ao(f)

2(cp, f / f(t) cos(wkt)dt = ar(f) et 2(sn, f / f(t) sin(wkt)dt = bi(f)

Or,

et pour n € N*,

On a donc

pE, (f) =ao(f) + Z ag(f) cos(wkx) + by (f) sin(wkx)

et I'on reconnait la série de Fourier de f d’ordre n.

4.3 Le théoréme de Parseval, c’est Pythagore!

Le théoréme de Pythagore dans un espace euclidien E implique que si (ey,...,e,) est une
base orthonormée de E et si x € F,

n

][ = (@, e:)?

i=1

Dans le cas de I'espace C2, la famille (cy, V21,V 251, ...\ 2¢,, \/§sn) est ce qu’on appelle
une base Hilbertienne et I’égalité précédente se généralise : pour f € C,

+oo
IFIP = (fc0)® + D> _(F,V2)" + (f, V25,)° = +2Z Frea) + (f,5n)
n=1

Au vu des calculs précédents, on retrouve donc le théoréme de Parseval :

%/0 F(t)2dt = ag(f)* + % PAGERAC)

n=1
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