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Q36. < Symétrie:(Q,P) =f QWPX) dx :f PHQE) dx = (P,Q); donc (-,-) est symétrique.
0 1+x 0 1+x

e Bilinéarité : Soient Py, P, Q trois polyndomes et A un réel;
Lap p l1p 1p
(AP + P, Q) = (AP;(x) + P2(x))Q(x) da _Af 1(X)Q(x) +f 2 (X)Q(x) d
0

0 1+x 1+x 1+x
= A{P1,Q) + (P2, Q) et {-,-) est linéaire a gauche, et donc bilinéaire par symétrie.
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e Positivité : (P, P) = f dx = 0 par positivité de 'intégrale, et donc (:,-) est positive.
0

B (Px) . (P(x)? . y
o Définie-positivité : (BP) =0 & ——— dx = 0; la fonction x — est continue et positive
o l+x 1+x
(P)°
sur [0,1] et d’'intégrale nulle, donc Vx € [0, 1], Tox =0 © Vxe€[0,1], P(x) =0; ainsi P posséde une

X
infinité de racines, il s’agit donc du polyndéme nul, et (:,-) est définie-positive

’ (-,-) est symétrique, bilinéaire, positive et définie-positive, c’est un produit scalaire sur R[X]

1 x
Q37. (1,X) :f Tox dx=I =1-1In(2) #0; donc’ 1 et X ne sont pas orthogonaux
0 X

Q38. L(X?) estle projeté orthogonal de X2 sur Ry [X], donc L(X?) € Ry [X] = Vect(1, X) ; et donc

\ A(a,p)eR?, LX) =aX+p \

Q39. L(X?) estle projeté orthogonal de X? surR;[X], donc on peutdire que X2 - L(X?) est orthogonal a R; [X]
Lx?2—ax-p
LX2-LX) =0 _ [ (1L,X*-aX-)=0 _ fo iy =0
(X,X*-L(X*)=0 (X,X*-aX-p)=0 flxs—axz—ﬁx dr=0
0 1+

Ainsi {

Iz—all—ﬁf():o o {Ila+10ﬁ:12

par linéarité de I'intégrale, on obtient { Is—al— Bl =0 La+1B=Is

b2
Q40f(x X ) X2 aX— b X2 - bX—b) = | X - aX - b|%:

donc m = 1nf{||X2 —aX - bIIZ, (a,b) € [Rz}, c’est-a-dire que m est le carré de la distance de X2 AR [X] et
on sait que cette distance peut étre définie par | X? — L(X?)|; ce qui donne bien

1 2 _ _ R\2
=||X2-ax—ﬁ||2=f Gmax=pry
0 1+x

Partie I1
- b)? Lxt 4+ a?x? + b%—2ax3 -2bx*+2ab
Q41. f (a, b) f %dx=f rrax lfx X a xdx et par linéarité, on a :
X 0 X

f((a, b)) = azlg + bzlo +2abl; — 2al; — 2bl + I
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Q42. f estune fonction polynomiale en a et b donc| f est de classe €' sur R?

Q43. Onrésout

I -9 2La+2Lb—2I5=0 La+Lb=1Is
RN & ; ce systeme admet une unique

%:o 2Iyb+2La-21,=0 La+Iyb=1
solution si et seulement le déterminant ? ? =DLIly— If est non nul.
1 0
1 In(2 3
Or LIy —1% = (—5 +ln(2))ln(2) ~(1-1n(2))? = —% +(In@))* - 1+2In(2) - (In@))* = 5@ -1

Onnous donne:0,68<1In(2)<0,7 1,02 < %ln(Z) <1,05.
Onadonc I Iy — If # 0, ce qui prouve que le systéme a une unique solution et donc que

’ f((a, b)) possede un unique point critique ‘

Q44. Dansl’énoncé, il estadmis que f((a, b)) admet un minimum atteint en un unique couple de réels; comme
R? est un ouvert et que f est de classe €, alors ce minimum est atteint en un point critique.

D’apres la question précédente et apres résolution de & on peut donc dire que m est atteint pour (a, b)
avec

Iols— I I -1
az—os 122 et b=-2——— 12
Ih - Iy - I}
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