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On considére les fonctions cosh, sinh e

cosh(z) = ete”

; sinh(z) = —Te

t th définies pour x € R par :

x —X

e sinh(z)

cosh(z)’

et th(z) =

Partie I- Généralités sur cosh et sinh.

Q1. Soit € R.e® > 0 et e=® > 0 donc| cosh(x) > 0| Le dénominateur du quotient

définissant th ne s’annule pas sur R donc ’ th est bien définie sur R. ‘

Q2. Soit = € R.
T —x)\2 x _ ,—x\2
cosh(z)? — sinh(x)? = (e +4€ y (e 46 )
B 621 + 2 + 6—21 €2r -9 + 6—21
B 4 4
4
=-=[1]

:

Q3. cosh et sinh sont dérivables comme sommes de fonctions dérivables et l'on a

2

pour z € R, | cosh’(z) = = sinh(z) | De méme, ‘sinh’(w) = cosh(x) ‘

Q4. Quand x — 400, ¥ — 400, e* — 0, donc

T —x T r _ -z T
cosh(z) = % ~ % — 400, sinh(z) = % ~g +o0.
Quand x — —o0, e = 0, e~ % — 400, donc
T —x —x r _ -z —x

cosh(z) = % ~ 62 — +00, sinh(z) = % ~ —62 — —00

Ainsi lim cosh(z) = 400 |, lim cosh(z) = 400 |, lim sinh(z) = 400,
T——+00 T——00 r—+00

lim sinh(z) = —oco |

Tr—r— 00

pour tout z € R. Donc
0, lim sinh(z) = —oo,
z—

— 00

Q5. sinh est dérivable sur R et sinh’(x) = cosh(z) > 0
sinh est strictement croissante sur R. De plus, sinh(0) =

lim sinh(z) = +o0.

r—+00
T —00 +o0
sinh’ () +
sinh(z) | —0 7 400
0

Q6. cosh est dérivable sur R et cosh’(x) = sinh(z). Or sinh(z) > 0 <= z > 0,

sinh(z) < 0 <= xz < 0, sinh(0) = 0. Donc cosh est strictement décroissante sur

]—00, 0] et strictement croissante sur [0, +o00o[. De plus, cosh(0) = 1, lim cosh(z) =
T—r—00

+oo, lim cosh(z) = +o0.
r—+00

T —o0o 0 +o0
sinh(z) | — 0 +
cosh’(z) | — 0 +
cosh(z) | +00 N\, +o0
1
Q7. Le DL de exp er; 0 ai’ordre Sestel =1+t+ % + % —i;o(t?’).
Alorse” =1+z+ 4 + L +o(a®)ete ™ =1—a+ % — L +o(2?)
Donc
1 22 2P z? a2l
h 27(1 ST G ———) 3
cosh(z) = 5 (142 + 5+ D)+ (L—a+ = = ) +oa?)
72
=14+ = +o(x),
1 .%'2 .173 2 m3
il :7(1 TN 7_7) 3
sinh(e) = 3 (142 + 5+ %) = (1 -2+ 5 = ) +o(a?)
3
=|z+ = +o(z?)

Partie II- Etude approfondie de th.
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P R h(— _ sinh(—z) — sinh(z) — _th 1
Q8. Pour tout x € R, th(—x) cosh(—2) cosh(2) th(z), donc Ainsi | argth’(z) = |
. . ) 1 1 _ _a_ 2.
Q9. Quand z — +oo0, sinh(z) ~ &, cosh( ) ~ &, donc th(x) — 1. Par imparité, Q14. On décompose 7— = —=)(tz) = 1+:1: En multipliant par 1 — 2~ :
lim th(z) = —1. Ainsi [Tm th = 1 imth— —11 l=a(l+z)+b(l—-2)=(a+b)+ (a—>b)x. Par identification : a+b=1,a—b =0,
T =00 roo = soit l[a=b= 3|

. th = 380 et dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables avec
Q10. th = 3B est dérivabl R de f dérivabl
cosh(z) # 0.
() sinh’(z) cosh(x) — sinh(z) cosh’(z)  cosh?(z) — sinh?(x) 1 sinh?(x)
xTr) = = = —
cosh?(x) cosh?(x) cosh?(x)

Donc th'(z) = 1 — th?(z) |

x —x

Q11. Pour tout # € R, on a sinh(z) < cosh(z) car sinh(z) = “=— < eu;_x =
cosh(z) (puisque —e~* < e~ 7). Ainsi

sinh(z)
cosh(z)
Par imparité de th, on a également th(—z) = —th(z), donc si th(z) < 1 alors
—th(z) > —1, c’est-a-dire th(—z) > —1 pour tout z € R. Ainsi pour tout = € R,
—1 < th(z) < 1, soit |th*(z) < 1 |[Donc th'(z) = 1 — th?*(z) > 0 pour tout z € R.

th(z) = < 1.

‘th est strictement croissante sur R ‘

Q12. th est continue, strictement croissante sur R, avec lim_th = —1 et
lim; ., th = 1. D’aprés le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de

Rsur|]—1,1]|

Partie 11I- Réciproque de th

Q13. argth :] — 1,1[— R est la fonction réciproque de th, dérivable sur | — 1,1]
car th est dérivable et th'(z) = 1 — th*(z) # 0 sur R. Pour z €] — 1, 1], posons
y = argth(z), alors th(y) = = et

1 I
th'(argth(z)) 1 —th(y) 1—a2

argth’(z) =

Q15. Pour z €] — 1,1],

1 1 1
argth'(z) = 5 (1_96 * 1+x> :

argth(z) =

On intégre : i(-Injl—z|+ml+z])+C =

argth(z) = %ln <1 +z> .

1—x

%ln(i> + C. Or

argth(0) = 0, donc C' = 0. Ainsi

Partie IV- Réciproque de th - bis

Q16. Soit y €] —1,1]. Résolvons th(z) =y, i.e. =

et fe—®

~ =y. En posant X = e® > 0,

on a ﬁ_&;ﬁ = 9, soit & X2+1 =y. Alors X2 -1 =y(X2+1) <= X*(1-y) =
1+y <= X?= 1+y Comme y €] — 1,1], lJ_rZ > 0, donc X = }J_F—Z Ainsi

z=InX=73In (H'y argth(y) =

1-y

11 1+y
2" \1=y) |

) . On retrouve
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