RAPPELS D’AL ET COMPLEMENTS SUR LES MATRICES

Chapitre AL1 : Rappels d’algebre linéaire et
compléments sur les matrices

1

Rappels de définitions

On note K =R ou C et on fixe un K-espace vectoriel E.

Sous-espaces vectoriels :
vectoriel de F si :

—0€eF;

— Stabilité par combinaison linéaire : Vx,y € FEVA €K, z+ Ay € F.

Soit FF C E. On dit que F est un sous-espace

Combinaison linéaire et espace vectoriel engendré : Soit p € N* et

Z1,...,%Tp des éléments de E. On appelle combinaison linéaire de z1,..., 2,
tout élément = de la forme z = A\jxy + -+ + A\pxp o1t Aq,..., A, € K. L'en-
semble des combinaisons linéaires de 1, . .., x, est noté Vect(z1,...,z,). Cest

un sous-espace vectoriel de E, appelé espace vectoriel engendré par la famille
(T1,...,2p).

Droites : Si x est un vecteur non nul de E, Uespace vectoriel Vect(z) est
appelé une droite vectorielle. C’est la droite engendrée par . On la note parfois
Vect(x).

Familles de vecteurs : Soit (21, ...
que cette famille est :

,zp) une famille d’éléments de E. On dit

— libre si la seule combinaison linéaire nulle est celle oul tous les scalaires

sont nuls.
— génératrice si Vect(z1,...,z,) = E.
— une base si elle est libre et génératrice.

Dimension : On dit que E est de dimension finie s’il posséde une famille
génératrice finie. Dans ce cas, toutes les bases de E ont le méme nombre d’élé-
ments. Par définition, la dimension de E, noté dim E (ou dimg FE) est le nombre
d’éléments d’une base de E.

Rang d’une famille : Soit (z1,...,z,) une famille de E. On appelle rang de
cette famille la dimension de Vect(z1,...,xp), noté rg(z1,...,xp).

Espaces de référence et bases canoniques a connaitre

Espaces Base canonique Dimension
K" (e1,...,en) avec e; =
My (K)
K, [X] (L,X...X™
PROPOSITION 1 — On suppose que E est de dimension finie n et soit (z1,...,x,)

une famille de E. On note r = rg(x1, ...,
e 7 < min(n,p)
o r=n <= (z1,...,%,) est génératrice.
o r=p < (z1,...,xp) est libre.
Dans le cas ot n = p, on a donc I’équivalence, libre <= génératrice <= base
= r=n.

é%f Exercice 1.
1.

Montrer que F = {P € R[X], P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R[X].

zp). On a:

2. Dans E = M5 (R), décrire I’espace vectoriel engendré par (é 8) et (8 (1)>
3. Dans E = M, (R), justifier que I’ensemble des matrices scalaires est une
droite vectorielle.

4. Dans E = Ry[X], montrer que la famille (X (X — 1), X (X + 1), X2 —
libre, puis que c’est une base.

1) est

5. Dans E = R3, déterminer le rang de 11,10),(1],(1
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RAPPELS D’AL ET COMPLEMENTS SUR LES MATRICES

2 Rappels sur les sous-espaces vectoriels de K"

n désignera un entier naturel non nul. Les vecteurs de K" seront identifiés aux
matrices colonne de M1 (K). Un sous-espace vectoriel de K™ peut-étre présenté de
deux facons :

e Avec une famille génératrice (ou une base) : F' = Vect(u1,...,up).
e Avec un systéme d’équations : F' =ker A = {X € K", AX = 0}.

Il faut savoir passer d’une représentation a ’autre.

2.1 Systémes d’équations

Si A € Mpp, le systéme AX = 0 s’écrit :

1121 + -+ 1Ty = 0

ap1x1 + -+ apnTy, =0

Déterminer une base de ker A, c’est résoudre le systéme AX = 0.

Pour ce faire, il faut utiliser algorithme du pivot de Gauss (voir cours de TSI1).
On rappelle que le nombre de pivots est par définition le rang de la matrice. Les
paramétres seront les inconnues secondaires du systéme échelonné : leur nombre
correspond alors a la dimension de ker A. On retrouve notamment le théoréme du
rang :

dimker A +rg(A) =n = dimK" |

W Exercice 2.

Déterminer une base de ker A ou A =

O = =
N DO
w

2.2 Présentation sous forme de Vect

Savoir-faire.

Soit (u1,...,up) une famille de vecteurs de K. On note F' = Vect(uq, ..
et A la matrice dont les colonnes sont les vecteurs uy, . .

S Up)
., Up (en colonne).

e Si cette famille n’est pas libre, il faut savoir construire une base de F'.
Pour cela :

— On échelonne A en colonnes;
— Les colonnes non nulles fournissent une base de F.

e [l faut savoir déterminer un systéme d’équations de F'. Pour cela,
t Z1
et X =
tp LTn

colonne des paramétres et des coordonnées.
— On échelonne le systéme AT = X, d’inconnue 7.
— Les équations de compatibilité sont de la forme 0 = f(z1,...,2,)

ou f est linéaire. Le systéme formé par les équations de com-
patibilité donne un systéme d’équations de F.

— On considére T = , respectivement les vecteurs

Exercice 3.

Dans R*, on considére les vecteurs

1 1 1 3
|1 | -1 0 0
Uy = 1 , U2 = 1 , U3 = 0 , Uy = 9
1 —1 1 1
Déterminer une base, puis un systéme d’équations de F' = Vect(uy, ..., up).
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RAPPELS D’AL ET COMPLEMENTS SUR LES MATRICES

3 Rappels sur les applications linéaires
On considére E et F' deux K-espaces vectoriels.

3.1 Définitions

—— Définition.

Soit f : E — F une application. On dit que f est linéaire si pour tous
z,ye Fet \e F,

fx+Xy) = f(2) + Af(y).
On note L(F, F) 'ensemble des applications linéaire de E vers F'.

Vocabulaire
Cas Dénomination | Notations de I’ensemble
E=F endomorphisme L(E)
f inversible isomorphisme
f inversible et £ = F' | automorphisme GL(E)

W Exercice 4.

Montrer que I'application P € R[X] ~ (P(0), P’(0)) € R? est linéaire.

—— Définition.

Soit f : E — F linéaire.
e Le noyau de f, noté ker(f), est I'ensemble {z € E, f(x) = 0} C E.
C’est un sous-espace vectoriel de E.

e L’image de f, notée Im(f), est I'ensemble {f(z),z € E} C F. Cest
un sous-espace vectoriel de F'.

e SiIm(f) est de dimension finie, le rang de f, noté rg(f) est par défi-
nition la dimension de Im(f).

PROPOSITION 2 — Si E,F,G sont des K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G), alors
gofe E(E, G).

Notations : Si f € £(E), on définit f* = fo---o f et par convention, f° = Idg.
—_—

nfois

3.2 Rappels importants

On considére une application f : E — F linéaire.

PRrROPOSITION 3 — Propriétés importantes.
o f est injective si et seulement si ker(f) = {0}.
o f est surjective si et seulement si Im(f) = F.
> On suppose a présent que F et I’ sont de dimension fini.
e Théoréme du rang : dim F = rg(f) + dimker(f).
e f est surjective si et seulement si rg(f) = dim F'.

> On suppose de plus que ‘ dim F = dim F' ‘ Cela s’applique en particulier pour le
cas E=F.

e f est injective <= f est surjective <= f est bijective.
e f est bijective si et seulement si I'image d’une base de E est une base de F'.

W Exercice 5.

Montrer que l'application P € Ro[X] — (P(0), P’(0), P”(0)) € R? est un isomor-
phisme.

4 Rappels sur le changement de base

4.1 Matrice d’une application
—— Définition.

Soit E, I deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u : £ — F linéaire.
On considére une base B = (ey,...,e,) de E et une base C = (f1,..., fn)
de F. La matrice de u dans les bases B et C, notée Matpg ¢(u) est la matrice
dont la j-iéme colonne contient les coordonnées de u(e;) dans la base C.
Dans le cas F = F et d’un endomorphisme v € L(E), si 'on prend la méme
base au départ et a l'arrivée, on appelle simplement matrice de u dans la
base B la matrice, Matg g(u), simplement notée Matz(u).
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RAPPELS D’AL ET COMPLEMENTS SUR LES MATRICES

Remarque. Le cas d'un endomorphisme de E = R" dans la base canonique est
"visuel” et il est d’ailleurs recommandé d’écrire les vecteurs en colonne pour ne
pas s’emméler les pinceaux.

Exemple : & La matrice de f : (z,y,2) € R3— 3z +y,y+ 2,32+ 2y +2) € R?
dans la base canonique n’est autre que :

W Exercice 6.

On considére I'endomorphisme u : P € Ro[X] — P(0)+ P(1)X? € Ry[X]. Donner
la matrice de u dans la base canonique de Ry[X].

PROPOSITION 4 — Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie et B,
C, D des bases respectives de ces espaces.
o Si fe L(E,F) etsilonnote A= Matgc(f), alors rg(f) =rg(A).
o SifeL(E,F)etge L(F,G), alors Matg p(g o f) = Mate p(g) x Matgc(f).
e Soit f € L(E,F) etz € E. On note A = Matgc(f), X le vecteur colonne des
coordonnées de = dans B et Y le vecteur colonne des coordonnées de f(x) dans
C. Alors Y = AX.

4.2 Matrice de passage
—— Définition.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et B, B’ deux bases de E.
On définit la matrice de passage de B a B’, notée Pg /, comme étant la
matrice qui contient, en colonne, les coordonnées des vecteurs de B’ dans
la base B. Autrement dit,

PB,B’ = MatB/’B(IdE).

Remarque. Si F = K" et si B est la base canonique, écrire la matrice de passage
de B & une autre base B’ est trés facile! Il suffit de recopier les vecteurs de B’ en
colonne.

PROPOSITION 5 — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et By, Bs, Bs
trois bases de E. On a :
Pg, 8, X Pp, 8, = PB, ;-

De plus, Pz, g, est inversible et
~1
(PBl,BQ) = Pp, B,

4.3 Formules de changement de base

On considére F, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, B, B’ deux bases
de FE et C, C’ deux bases de F.

CHANGEMENT DE BASE - COORDONNEES DE VECTEURS

Soit 2 € E. On note X (resp. X’) le vecteurs colonne des coordonnées de
x dans B (resp. B'). Alors

X =PgpX'.

CHANGEMENT DE BASE - APPLICATIONS LINEAIRES

Soit u : E — I linéaire. Alors

Matp: ¢/ (u) = Per cMatg c(u)Pp g

CHANGEMENT DE BASE - ENDOMORPHISMES

Soit u € L(E) un endomorphisme. Alors

Matg (u) = PB’,BMatB(U)PB,B’-
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RAPPELS D’AL ET COMPLEMENTS SUR LES MATRICES

Remarque. Cette derniére formule sera trés utilisée cette année. Elle se retient
facilement (c’est une prise en sandwich!). En notant A = Matg(u), B = Matp/ (u)
et P = Pgp, elle se réécrit également B = P~!AP ou de maniére équivalente
A = PBP~!. Elle justifie la définition ci-dessous des matrices semblables. Deux
matrices semblables représentent donc le méme endomorphisme dans des bases
différentes.

—— Définition.

Soit n € N* et A, B € M, (K). On dit que A et B sont semblables s’il
existe une matrice inversible P € GL,,(K) telle que A = PBP~L.

W Exercice 7.

On considére ’endomorphisme de R? donné par u :

On note également u; = (}) et ug = <_11>

1. Ecrire la matrice A de u dans la base canonique.

2. Montrer que B = (uj,uz2) forme une base de R? et donner la matrice de
passage P de la base canonique a B.

3. Ecrire la matrice D de v dans la base B.

4. Quelle relation y a-t-il entre A,P et D7

(z,y) € R? — (y,z) € R2.

5 Compléments sur les matrices

Dans la suite, n et p désignent des entiers naturels non nuls.
5.1 La trace
—— Définition.

Soit A € M,,(K) une matrice carrée. On définit la trace de A, noté tr(A),
comme étant la somme de ses coefficients diagonaux :

tf(A) = i (077
i=1

PROPOSITION 6 — e L’application tr : M,,(K) — K est linéaire.
e Soit A, B € M, (K). Alors, tr(AB) = tr(BA).

o (Corollaire : Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration. & A rédiger sur votre cahier.

— Définition.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E). Si B et B/
sont deux bases de f, alors Matg(f) et Matg: (f) sont semblables donc

tr(Mats(f)) = tr(Matg (£)).

Cette valeur commune & toutes les bases de E est appelée la trace de f,
notée tr(f).

d Savoir-faire.

Pour calculer la trace d’un endomorphisme f, on exprime d’abord sa matrice
dans une base B choisie. On a alors tr(f) = tr(Matg(f)). Le choix de la base
est libre et doit donc si possible rendre les calculs simples.

W Exercice 8.

Déterminer la trace de 'endomorphisme de dérivation dans K, [X] :

D:PeK,[X]— P €K,[X].
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RAPPELS D’AL ET COMPLEMENTS SUR LES MATRICES

5.2 La transposée
— Définition.

Soit A € M,,,(K). On définit la transposée de A, notée AT (ou parfois * A),
comme étant la matrice (b;;) € Mpn(K) ot pour 1 <i<petl<j<n,
bi; = aj;. Autrement dit, c’est la matrice obtenue en échangeant les lignes
et les colonnes de A.

T T 1 11 1 2
Exemple. & Donner A* et B* pour A = (0 9 3> et B= <3 4)_

PROPOSITION 7 — Soit n, p, ¢ des entiers naturels non nuls.
(i) L’application A € M,,,(K) — AT € M, (K) est linéaire.
(ii) Si A € M,,,(K) et B € M,,(K), alors (AB)? = BT AT.
(iii) Soit 4 € M,,(K), tr(AT) = tr(A).
(iv) Soit A € M,,(K) inversible. Alors AT est inversible et (AT)~1 = (A=1)T.
(v) Soit A € M,,(R) telle que tr(ATA) = 0. Alors A = 0.

Démonstration. & A rédiger sur votre cahier.

5.3 Matrices symétriques et antisymétriques
— Définition.
Soit M € M, (R). On dit que M est symétrique (resp. antisymétrique)

si AT = A (resp. AT = —A). On note S,,(K) (resp. A, (K)) I'ensemble des
matrices symétriques (resp. antisymétriques) de taille n.

Exemple. & Donner des exemples de matrices carrées symétriques et antisymé-
triques de taille 2 et 3.

On notera F;; la matrice élémentaire dont tous les coefficients sont nuls, sauf le
coefficient a l'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j qui vaut 1.

PROPOSITION 8 — Propriétés de S, (K).
(i) S, (K) est un sous-espace vectoriel de M,, (K).

(ii) Soit M = (msj)i<ij<n € Myn(K). Alors M est symétrique si et seulement si
pour tout 1 <17 < j <n, my; = mj;.

(ili) Une base de S, (K) est obtenue en concaténant les familles (E;;)1<i<; et
(Eij + Eji)i<icj<n-

(iv) dim S, (K) = 2,
Démonstration. & A rédiger sur votre cahier.
PROPOSITION 9 — Propriétés de A, (K).

(i) An(K) est un sous-espace vectoriel de M, (K).

(i)

Soit M = (m4j)1<i,j<n € Mnp(K). Alors M est antisymétrique si et seulement
si pour tout 1 <17 < j < n, my; = —my; et pour tout 1 < i < n, my; = 0. En
particulier, une matrice antisymétrique est de diagonale nulle.

(iii)
(iv)

Démonstration. ™ A rédiger sur votre cahier.

Une base de A,,(K) est donnée par la famille (E;; — Ej;)1<i<j<n-

dim A, (K) = 2=l

5.4 Polynéme d’une matrice
—— Définition.

Soit A € M,,(K) une matrice carrée et P = Z ap X" € K[X] un polynome.
k=0
On peut définir la matrice P(A) par la formule

P(A) =) ap A",
k=0
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éErreur fréquente.
| On rappelle que A° = I,, donc si P(X) = a € K, P(A) = al,, et pas
simplement a, qui n’a pas de sens en tant que matrice de M., (K).

Exemple. Si P(X) = X? —2X + 3, alors P(A) = A2 —2A + 31,.

PROPOSITION 10 — Soit A € M,,(K). On suppose qu'il existe P € K[X] tel que
P(A) =0 et P(0) #0. Alors A est inversible et 'on peut exprimer A~

Démonstration. ® A rédiger sur votre cahier.
—— Définition.

Soit A € M, (K) et P € K[X] tels que P(A) = 0. On dit que P est un
polynéme annulateur de A.

W Exercice 9.

1. On considére la matrice A = (

2 1
1 1
P(A) = 0. En déduire que A est inversible et calculer A~

et P(X) = X? — 3X + 1. Vérifier que

0 1 0
2. On considére la matrice B = [0 0 1 ]. Calculer B®. En déduire que B
1 0 0

est inversible et calculer B!,

—— Définition.

Soit A € M, (K). On dit que A est nilpotente §’il existe k € N tel que
Ak =0.

0 1 0
. . 0 0 .
Exemple. Pour n € N*| la matrice J = € M, (K) est nilpo-
0 1
0 0 O

tente. En effet, on peut vérifier que J” = 0.

CAYLEY-HAMILTON POUR n =2 - (HP)

Soit A € M3(K). Le polyndome X2 — tr(A)X + det(A) est un polynome
annulateur de A.

Démonstration. ™ A rédiger sur votre cahier.

fg Savoir-faire.

Quelques méthodes de calcul de puissances d’une matrice A € M,(K):
On considére une matrice A € M,(K) et 'on cherche a calculer A™ pour
n € N. Cela peut servir dans I’étude de systémes de suites récurrentes.

e Méthode artisanale : Avoir I'intuition d’une formule en testant sur des
petites valeurs et la prouver par récurrence.

o Méthode astucieuse : Décomposer intelligemment la matrice A = B 4+ C
avec B et C' qui commutent pour appliquer le bindme de Newton. Le
calcul des puissances de B et C doit étre simple (diagonale, nilpotente) :
cela ne sera pas toujours possible.

e Méthode industrielle : diagonaliser (éventuellement) ou trigonaliser la
matrice A (voir chapitre AL4).

e Méthode ingénieuse : Déterminer un polyndme annulateur P de A
puis exprimer le reste R, (X) de la division euclidienne de X" par P.
On a alors A™ = R, (A).

Exercice 10.

3 1

-2 0)°

1. Vérifier que pour P(X) = X? —3X +2, on a P(A4) =0.

2. Soit n € N. Déterminer le reste R,, de la division euclidienne de X™ par P.
On pourra évaluer la relation X™ = P(X)Q,(X)+ R, (X) en les deux racines

On considére la matrice A =
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de P, Q,, désignant le quotient.
3. En déduire une expression de A" pour n € N.
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